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ARITMETICA 


Sistema de numeración 





Un sistema de numeración es un conjunto de reglas que sirven para expresar y escribir los números. 

Base de un sístema de numeración es el número de unidades de un orden que forman una unidad del 
orden inmediato superior. 

En el sistema decimal, que es el que usamos, la base es 10 y 10 unidades forman una decena, 10 
decenas forman una centena, etc, como veremos más adelante. 

Un número escrito en base distinta de 10 se anotz seguido de la base; así: 


41425 > Selee "Cuatro, uno, cuatro, dos en base cinco " 
72604 + Se lee " Siete, dos, seis, cero, en base seis " 


Cuando la base es mayor de diez, como las cifras del sistema decimal llegan hasta el 9, se 
completan con otros símbolos, como letras griegas. 


dad37/P 1013 >» Selee " alfa, tres, siete, beta, uno,cero en base trece ” 
En los sistemas de numeración se cumplen los siguientes principios: 
1% Un número de unidades de un orden cualquiera igual a la base, forman una unidad del orden 


inmediato superior. 


2% Toda cifra escrita a la izquierda de otra representa el producto de dicha cifra por la base 
respecto a la cifra de la derecha. Este es el principio del valor relativo. 


3% En todo sistema con tantas cifras como unidades tenga la base, contando el cero, se pueden 
escribir todos los números. 


Sistema de numeración decimal 





El sistema de numeración decimal es el que empleamos para leer y escribir cantidades numéricas. 

Los símbolos que emplea este sistema son 0,1,2,3,4,5,6,7,8, y 9,que se llaman, cifras, guarismos 14) 
dígitos. Estas cifras se llaman arábigas porque tueron ideadas por los árabes. 

Las cifras del 1 al 9 se llaman cifras significativas y el O cifra no significativa. 

Para escribir con cifras una cantidad, éstas se anotan en una línea horizontal, una al lado de la 
otra y se leen de izquierda a derecha, igual que en la escritura. 


Cada lugar que ocupa una cifra se llama orden y los órdenes se nombran de derecha a izquierda. 
Cada tres órdenes forman una clase y cada dos clases forman un perfodo. 
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El valor absoluto de una cifra es su figura, mo importando el lugar donde está escrita. 


El valor relativo o proporcional, que depende del lugar que ocupa en la escritura del número, es 
decir, depende del orden. 


Para leer un número separamos las cifras que lo forman de tres en tres por medio de un espacio en 
blanco, empezando por la derecha. 


Leemos el número de izquierda a derecha y a cada separación le damos el nombre que corresponde 
a su clase (millones, miles, unidades). 


En forma general un número tiene la siguiente forma: 


a) 8745637 + 8745637 + Selee " 8 millones 745 mil 637 unidades " 
b) 634594 3 634594 3 Selee " 634 mil 594 unidades ” 
c) 3001300 + 3001300 +» Se lee " 3 millones 001 mil 300 unidades ”. 


Para escribir un número hay que tener en cuenta que: 


1% Las palabras unidad, mil y millones, determinan las clases. 


2%) Cada clase está formada por tres cifras, que si no son significativas hay que completar con 
ceros. 


3) Si hay clase de millones, tiene que haber clase de mil y de unidades, y si hay clase de mil tiene 
que haber clase de unidades. 0 — 


Escribir con cifras los siguientes números 


a) Ciento tres mil ocho -» 








| Resp. 103008 
millones miles | unidades 


(ajo 9 fo[=| 01915 | 






b) Tres millones dos mil cinco + 


Resp. 3002005 






Transformación de un número escrito 
en un sistema a otro distinto 


Aj Convertir un número escrito en el sistema decimal a otro sistema. 


Transformar 547 a base 5 — 54715 






047 109]|5_ 
2 04 cl | Resp. 547 = 41425 
Hb 
5 414 


Se divide el número decimal por la base del otro número. Se divide el primer cociente entre la base 
y se continúa con los demás cocientes hasta llegar a un cociente menor que la base. | 

El número se forma escribiendo de izquierda a derecha el último cociente y todos los residuos en 
orden inverso a la forma que salen en las divisiones, aunque sean ceros. 





E) Convertir un número escrito en un sistema no decimal a sistema decimal. 
Transformar 4 1425 a forma decimal 
457 + 1:57 + 4x5) + 2x5% = 500 + 25 + 20 + 2 =547 | Resp. 41425 =547 


Hemos procedido así: Se multiplica cada cifra por la base elevada al número de lugares que ocupa 
respecto a la primera cifra de la derecha. La suma de estos productos representa el número decimal. 

Esta forma de descomponer un número en la suma de sus cifras por el producto de la base elevada 
al lugar que ocupa respecto a la primera cifra de la derecha se llama forma polinómica. 





C) Para convertir un número no decimal en otro no decimal de base diferente, se convierte el 
número dado a decimal y éste a la nueva base. 


Escribir el número 132034 a base 6 
132034 = 1x4* + 3x4% + 2x4? + 0x4 + 3x4% =256 + 192 + 32 + 3 = 483 
| Ós 


483 |6 | Resp. 132034 = 483 
03 80|6 
3 20 1316 Resp. 483 = 21236 
| a 1% 
pb, 
$ E Ta 


| Resp. 132034 = 21236 


EJERCICIO No (1) 
Al Leer cada uno de los siguientes números. 


(1) 7485732; (2) 16004427; (3) 2001002; (4) 4040404: 





B) Escribir con cifras los siguientes números. 
(9) Dieciseis millones cuatro; (6) Cien mil uno: 


(7) Dos millones dos mil dos; (8) Cuarenta millones cuarenta mil cuarenta. 


U) Convertir los números que se dan escritos en el sistema decimal a la base que se indica en 
cada caso. 


(3) 397 a base 3; (10) 79 a base 2: (11) 3476 a base 5: 
(12) 78564 a base 9; (13) 87256 a base 12: 





Ul Convertir a forma decimal cada uno de los siguientes números. 


(14) 41425; (15) 132034; (16) 54315; (17) 200780: (18) 70 f 512 


El Convertir cada uno de los siguientes números en base no decimal a la base que se indica en 
cada caso. 


(19) 10023 a base 4; (20) 4327 a base 3; (21) $ 56,7 a base 5 


RESPUESTAS 
(1) 7 millones 485 mil 732; (2) 16 millones 4 mil 427: 
(3) 2 millones 1 mil 2; (4) 4 millones 40 mil 404: 
(5) 16000004; (6) 100001; (7) 2002002; (8) 40040040: 
(9) 1122013; (10) 10011112; (11) 1024015; (12) 1286830: 
(13) 4256412; (14) 547; (15) 483: (16) 1243; (17) 13193: 


, 


(18) 13673; (19) 1314; (20) 220103; (21) 231005 


—4A -— 





Sistema internacional de unidades de medida 


La XI Conferencia General de Pesas y Medidas, en el año 1960, por resolución número 12, adoptó 
finalmente el nombre de Sistema Internacional de Unidades, con la abreviación internacional si, para el 
sistema práctico de unidades de medidas y dio las reglas necesarias para los prefijos, unidades deri— 
vadas, etc. 


Múiltiplos decimales de las unidades Sl 





Prefijo — Simbolos Factor 
deca da 10' 
hecto h 10* 
kilo k 10* 
mega M 10? 
giga G 10* 
tera T 10!? 





Submúltiplos decimales de las unidades SI 


deci d 107 
centi c 107? 
mili m 107? 
micro il 105 
nano n 107? 
pico p tor 
temto f 10715 
atto a 107*8 


| Múltiplos del metro 


kilómetro (km) = 1000m 
hectómetro (hm) = 100m 
decámetro (dam) = 10m 





Submúltiplos del metro 


decímetro (dm) =0,1m 
centímetro (cm) =0,01m 
milímetro (mm) =0,001m 


- Eh — 


| Otras unidades de longitud 


1 pie = 30,48cm 

1 yarda (yd) = 0,9144m 

1 pulgada (pulg) = 2,54cm 
1 milla marina = 1852m 

1 milla terrestre = 1609,3m 
1 micra (1) = 10"ém 

1 angstrom (A) = 107 '%m 





Unidades de volumen y capacidad 


1 barril (USA) = 42 galones = 158,9 litros 
1 galón (USA) = 3,785 litros 

dm? = 1 litro (6h 

1cm$ = +1 mililitro (mb 

1 m* = 1000 litros 





SISTEMA METRICO DECIMAL 





Es el conjunto de medidas que se derivan del metro. 


se llama métrico porque su unidad fundamental es el metro y decimal porque sus medidas 
aumentan y disminuyen según las potencias de 10. 


Es el más práctico de los diferentes sistemas de medidas que están en uso y hay pocas naciones en 
el mundo que no lo empleén, por lo menos en transaciones comerciales. 


El sistema Métrico Decimal tuvo su origen durante la revolución francesa, pero el reconocimiento 
de su universalidad fue la firma de la convención del metro en el año 1 875, 


Con ayuda del esquema adjunto, que contiene los múltiplos y submúltiplos de la unidad vamos a 
realizar transformaciones 


Kilo (k) 











Í mili (m) 


Este esquema nos indica que para pasar de una Unidad mayor a otra menor hay que multiplicar, y 
para pasar de una unidad menor a otra mayor hay que dividir. 


Cuando la unidad es lineal, cada puesto que se traslada se multiplica o divide por 10, cuando la 
unidad es superficial se multiplica o se divide por 100 y cuando la unidad es cúbica se multiplica o 


divide por 1000. 


A) Transformar cada una de las siguientes medidas: 3) 24kg ag: bj) 483mm a hm 





En los dos casos son medidas lineales, por lo tanto, aumentan y disminuyen de 10 en 10. 


| a) 24Kg a y > ka — hg - dag - gq -dg - cg - mg 


A A AA 


Pasamos de mayor a menor 3 unidades lineales (hg, dag y aq), por lo tanto, multiplicamos por 


10x10x 10 = 10* 
| Resp. a) 24kg = 24x10%g 
1 63m ahm >+ km-—hm - dam - m - dm -—- cm - mm 


-(_OOAA»=—>>—— 


Pasamos de menor a mayor 5 unidades lineales (cm, dm, m, dam y hm), por lo tanto, dividimos por 


10x 10x 10x 10x 10 =10% o multiplicamos por 10”* 
| Resp. b) 483mm = 483x10"*hm 


B) Transformar cada una de las siguientes medidas: a) 3m? a mm?; b) 16cm? a km?. 








En los dos casos son unidades cuadradas, por lo tanto, aumentan y disminuyen de 100 en 100. 


| a) 3m? a mm? >» km? — hm? — dam? — mé —- dm? -— cm? — mm? 


D—_—_—_———— e E ¡IOEIOIOIOI CC¿C . >) 


Pasamos de mayor a menor 3 unidades cuadradas (dm*, cm* y mm%*), por lo tanto, multiplicamos 


por 10? x 102x 10? = 10%. 
| Resp. a) 3m* = 3x10%mm? 
b) 16cm? a km? > km? —- hm? -— dam? —- m* - dm? - cm? - mm? 








Pasamos de menor a mayor 5 unidades cuadradas (dm*, m*, dam”, hm* y km?), por lo tanto, 
dividimos por 10? x 10? x 10? x 10? x 10? = 10!% o multiplicamos por 107?**, 


| Resp. b) 16cm? = 16x 10" '*km? 


C) Transformar cada una de las siguientes medidas: a) 3m* a cm?; ty 146mm? a km? 


En los dos casos son unidades cúbicas, por lo tanto, aumentan y disminuyen de 1000 en 1000 


| al 23m? a cm? > km? - hm? — dam? - m? - dm - cm? - mm 


Pasamos de mayor a menor 2 unidades cúbicas (dm* y cm?), por to tanto, multiplicamos por 


10103 = 108 
| Resp. a) 3m* = 3x10%cm? 
| b) 146mm? a km? > km - hm? - dam - mi - dm - cmi - mmi 


Pasamos de menor a mayor 6 unidades cúbicas, por lo tanto, dividimos por 
10%x 10% x10%x 10%x 10% x 10% = 1018 o multiplicamos por 107** 


| Resp. b) 146mm? = 146x 10" *km? 
| Medidas agrarias 


Para medir la superficie de un terreno, además de las medidas cuadradas, se usan otros nombres. 





Hectárea que es lo mismo que un hectómetro cuadrado y se anota ha. 
1 ha = 1 hm? 
La hectárea equivale a un cuadrado cuyo lado mide un hectómetro (100m). 


Area que es lo mismo que un decámetro cuadrado y se anota a”. 
la'=1 dam? 
El área equivale a un cuadrado cuyo lado mide un decámetro (10m). 


Centiárea que es lo mismo que un metro cuadrado y se anota ca”. 
1lca” = 1 m? 


Observación.— La palabra área tiene dos significados: aj Como el número de unidades que tiene la 
superficie; tj) Como una unidad de superficie. 


CAPACIDAD 


El volumen que ocupan los líquidos se llama capacidad cuya unidad más usada es el litro. 
El litro se nota con la letra / y equivale a un decímetro cúbico. 
1 litro =1 dm? 


jo 





Los múltiplos del litro son: 


kilolitro => kl 
hectolitro => H 
decalitro + dal 





Los submúltiplos del litro son: 


decilitro » df 
centilitro => cf 
mililitro => mf 


Estas unidades son lineales, por lo tanto, aumentan y disminuyen de 10 en 10. 


EJEMPLOS 





Transformar cada una de las siguientes medidas de capacidad: 


a) 4f a mt; bj6ta hl; c)5hta ct; 








Como son medidas de capacidad aumentan y disminuyen de 10 en 10. 


lay 4ta me > kl = hl = dal =l = dl -= cl - mi 


I íá(Klao——_———_—_——_——> 


Pasamos de mayor a menor 3 unidades, por lo tanto, multiplicampos por 10x 10x 10 = 10%, 


| Resp. a) 4l = 4x 10m 
| br 6t a ht 3 kl-hl - dal -— |- di - cl = mi 
—————————A 


Pasamos de menor a mayor 2 unidades, por lo tanto, dividimos por 10x 10 = 10%, o multiplicamos 


por 107?, 
| Resp. b) 6% =6x 10"?hq 
Lo 5ht a cl > Kil- hl —- dal — | - dl — el — mi 
AAA 


Pasamos de mayor a menor 4 unidades, por lo tanto, multiplicamos por 10x 10x 10x 10 = 10%, 


| Resp. e) 5hf = 5x 10%*cf 





Equivalencia entre las unidades de capacidad y volumen 


Como hemos definido la capacidad de un litro como el volumen de un decímetro cúbico, y las 
unidades de capacidad aumentan y disminuyen de 10 en 10 y las unidades de volumen aumentan y 
disminuyen de 1000 en 1000, hay que tener en cuenta las equivalencias entre las unidades de 
capacidad y las unidades de volumen. 


km? - hm? — dam? — m? dm? am? —- mm? 


j Ls 
kl = hl = dal = | -—di-cl- mi 


1 m* =1 k( = 1000 litros 
1dm? = 10 
1cm? = 3 ml = 0,001 litros 


Transformar cada una de las siguientes medidas: 
a) 25ct a dm?; by 4hta cm?; ej 12dal a min? : 
di 4hm9 a cl; ej 4x10'mm? a he 


La 256 a dm? >» A = hl — dal — | = di — cl — mi 
| / 








Pasamos de menor a mayor 2 unidades de capacidad, por lo tanto, dividimos por 10x10 = 10?, o 


multiplicamos por 1072, 
| Resp. a) 25 cl = 25x 10"? dm? 
| br óne a cm? >» kl-hl -= dal - | = di - cl - mi 
] ] ] 


mi dm? cm? 


Pasamos de mayora menor 5 unidades de capacidad, por lo tanto, multiplicamos por 


10x10x 10x10x 10 = 10* | 
| Resp. b) 4 hf = 4x 10%cm* 
| O y 
| 61 12 dat e mn? > Ki hI=:dal - l -= di — cl — mi 
q 0 ] j 
m 


m? dm* em? - mm? 
Mo 


Transformamos de mayor a menor, y según el esquema, pasamos de dal a ml =cm? y después de 
cm? a mmY, por lo tanto, son 4 unidades de capacidad y una de volumen, así que multiplicamos por 


10x10x10x 10x10% = 10? 
| Resp. c) 12 dal = 12x 10% mm? 


| d) 4 hm? a 1 ———= = N ==: yal = | q d+ 


km? — hm? — dam? — m* dm? cm? — mm? 
EEñáAÁAá<=« á— áKqKXAAAA A 


Según el esquema ,transformamos de mayor a menor. Primero pasamos de hm? a m* multi- 
plicando por 10%x 10% = 10% y después, como m9 = kl, pasamos de kl a cl multiplicando por 
10x10x 10x10x 10 = 10%. En total tenemos que multiplicar por 104x10% =10*”?, 


| Resp. d) 4hm? =4x10**'ce 
y9 1Ó e 


1 19 lu 
é | 1 MPAA 


| 6) 4x 10 mm? a M > e Me E 
0) 4c10tmm? a 1 E 


mé dm* em? — mm 


——— 
Transformamos de menor a mayor, y según el esquema, primero pasamos de mm? a cm? divi- 


diendo por 10% y después como cm? = ml, pasamos de ml a hl dividiendo por 10x10x 10x10x 10 = 10?, 
En total dividimos por 10% x 10% = 10% o multiplicamos por 10”?, 


| Resp. e) 4x 10Ímm? = 4x 109 x 10"*h? = 4hf 


EJERCICIO No (2) 
A) Transformar cada una de las siguientes medidas lineales 


(1)45kg ag; (2)1,6dag a cg; (3)0,26mg a g; 
(4) 42cm a hm; (5)3,4dm a dam; (6)0,04m a mm 


B) Transformar cada una de las siguientes medidas de superficie 





(7) 0,026 hm? a m*; (8) 4864 cm? a m?; (9)0,006 dam? a cm?; 
(10) 348 m* a km?*; (11)3x10"%*hm*? a mm?: (12) 3,42x 10 cm? a dam?. 





C) Transformar cada una de las siguientes medidas cúbicas 


(13) 0,08 m* a cm?; (14)389 m% a km*; (15)10,274hm* a dm?; 
(16) 4,62x 103cn? a dam?; (17)3,4x 10 dam? a cm?; (18)5x10Bmm* a m'. 


= 11 - 


DO) Fransformar cada una de las siguientes medidas de capacidad 


(19) 3,4f a ct; (20) 3486 dl a dat; (21) 0,008l a mt: 
(22) 384,3 dal a k£: (23) 3,6x 10"*hf a cl; (24) 1,6x 10 mg a de 





E) Transformar cada una de las siguientes medidas 


(25) 3,2 m9 a ht (26) 0,08 cl a dm?: (27) 4,2x 10cm? a de 
(28) 16x 10'*ct a km?; (29) 0,004x108mm8* a he 


——— RESPUESTAS 

(1) 45000gr; (2) 1600cg; (3) 0,00026gr; (4) 0,0042hm:; 
(5) 0,034dam; (6) 40mm; (7) 260m?; (8) 0,4864m?; 
(9) 6000cm?; (10) 0,000348km*; (11) 3000000 mm?: 
(12) 0,342dam?; (13) 80000cm?*; (14) 0,000000 389 krm? ; 
(15) 274000000dm*; (16) 0,000462dam?; 117) 3400cm? : 
(18) 0,5m*; (19) 340c8; (20) 34,86daf; (21) 8mt: 

| (22) 3,843kf; (23) 3,6ct; (24) 1600d€; (25) 32ht; 
(26) 0,0008dm*; (27) 42000df; (28) [1,6% 109kmi Y br 
(29) 0,004 hf e 





La numeración romana es el sistema que representa la forma cómo los romanos empleaban los 
números? 


En la numeración romana los símbolos siempre tiene el mismo valor, no importando el lugar que 
ocupen en la escritura. Recuerde que en el sistema de númeración decimal el símbolo tiene un valor y el 
lugar que ocupa otro. 


Este sistema solamente se emplea para indicar fechas, para enumerar los capítulos de un libro, etc. 
- Enla numeración romana también se escribe de izquierda a derecha y se usan los siguientes 
símbolos. 
| que vale 1; Y que vale 5; X que vale 10: 
que vale 50; C que vale 100; D que vale 500 


M que vale 1000. 


=P 


Los principios empleados para leer y escribir números romanos son: 


1% Los símbolos 1, X, C y M pueden repetirse un máximo de tres veces. 
Los símbolos V, L y D no se pueden repetir. 


2%) Si a la derecha de una letra está escrita otra igual o de menor valor, dichos valores 
se suman. 






EJEMPLOS 
a) lll vale 1+1+1 =3; b) XX vale 10+10 = 20; 
Cc) XV vale 10+5 =15: d) DC vale 500+100 = 600: 
8) CL vale 100+50 = 150: f MD vale 1000+500 = 1500. 


3%) Determinadas letras escritas a la izquierda de otras las restan. 





Reglas para restar 


a s 
1%) No se pueden colocar dos letras consecutivas para restar. 


2*) V solamente la resta | 
X solamente la resta | 
L solamente la resta X 
C solamente la resta X 
D solamente la resta C 


M solamente la resta C 


PE 


8) IV vale 5-1 =4; b) |X vale 10-1 =9 
C) XL vale 50-10 =40; 0d) XC vale 100-10 = 90 
£) CD vale 500-100 = 400: f CM vale 1000-100 = 900 


V 0 0.400) 





3% Una letra o grupo de letras con una rayita encima significa que el valor de éstas se 
multiplica por 1000 y si son dos rayitas se multiplica por un millon. 


Ejemplos.— 2) V vale 5000; b) IV vale 4000; C) ¡X vale 9000; 3) Y vale 5000000 


EJERCICIO No (3) 
Aj Escribir los siguientes números arábigos en notación romana. 


(1) 43; (2) 97; (3) 102; (4) 275; (5) 523; (6) 864; (7) 1004; 
(8) 1275; (9) 1433; (10) 1795; (11) 2645: (12) 3522. 


B) Escribir en notación arábiga los siguientes números escritos en notación romana. 


(13) CDXXXI!; (14) DCCCLVI; (15) XCVII; (16) Cll; 
(17) MLVI; (18) MCMXLII; (19) MMDCCLXXVI!; (20) DLV:; 
(21) DECCLXXXVIH!; (22) CDXLIV, 





C) En las siguientes expresiones de números escritos en notación romana indicar por qué son 
falsos. 


(23) IL =49; (24) LLII =103; (25) XD =490; (26) 1IX =8 


RESPUESTAS 
(1) XLIM; (2) XCVIL; (3) Cll; (4) CCLXXV: (5) DXXII) : 
(6) DCCCLXIV; (7) MIV; (8) MCCLXXV; (9) MEDXXIM ;D H£DXAaxcol Í 
(10) MDCCXCV; (11) MMDCXLV; (12) MMMDXXI!; (13) 432: 
(14) 856; (15) 98; (16) 102; (17) 1056; (18) 1942: 
(19) 2777 (20) 555; (21) 888; (22) 444; (23) Porque a la L 
solamente la resta X; (24) Porque la L no se puede repetir: 
(25) Porque a la letra D solamente la puede restar la C: (26) Porque 


no se pueden colocar dos cifras consecutivas para restar. 





Los números naturales. — Llamamos número natural a cada uno de los números empleados para 
contar, y se anota: 


N =( 1,2,3,4,5,... ) 


El porqué de los números negativos. — Los números naturales se inventaron para contar, pero 
después de contar es necesario efectuar operaciones con ellos (sumar, restar, multiplicar, dividir, etc), 
y al necesitar saber el resultado de una resta, en la que el minuendo es menor que el sustraendo, por 
ejemplo 3-7 = ? hubo necesidad de crear los números negativos para dar respuesta a este tipo de 
problemas; entonces 3-7 = -4. a 


El porqué de las fracciones o quebrados, - Cuando tenemos que dividir dos números, puede ocurrir 
que la división sea exacta, por ejemplo: 8/4 = 2; —10/2 =-5, etc, lo cual indica que el dividendo es 
múltiplo del divisor. 


- 14 — 


También puede ocurrir que el dividendo no es múltiplo del divisor, por ejemplo: Z: E: etc, y en 
este caso, como la operación no puede realizarse se deja indicada, y a esta operación indicada la 
llamamos fracción o quebrado. 


El porqué de los números decimales.- Sabemos que para sumar fracciones con diferentes 
denominadores hay que hallar el m.c.m de todos los denominadores, y que, la fracción resultante es 
otra fracción, que tiene como denominador dicho m.c.m y como numerador la suma formada por el 
producto de cada numerador por el cociente que resulta de dividir el m.c.m por su denominador 
respectivo. 


Este proceso es muy laborioso cuando hay que sumar varias fracciones con denominadores 
formados por números muy grandes; por ejemplo : 


348 , 308, 687, 591 
754 * 193 * 406 * 776 


Este proceso tan laborioso lo simplificamos sustituyendo cada fracción por el número decimal que 
resulta de dividir cada numerador entre su denominador correspondiente; Así: 


0,461... + 1,595...+ 1,692...+ 0,761... 
Lo explicado anteriormente nos indica que los números decimales se inventaron para facilitar las 
operaciones con fracciones 


hoi! 
LE ib ha ] h . 


q ni pas 
Clases de números anigenicca: PO 
| eS Pa 


E 
Naturales. Son los que empleamos para contar. N =(0,1,2,3,4,5,...) 
Enteros.- Son los naturales positivos y negativos. Z =(...-4,—3,-2,-1,0,1,2,3,4,...) 
Racionales.- Son los formados por los enteros más las fracciones. 


A li Oi Y ea.) 


irracionales. - Son los decimales con infinitas cifras que no se repiten en períodos sucesivos. 


1 =3,141592653 373... 
e = 2,718 2818284... 
(2 =1,414213562373... 


Reales.- Es el conjunto formado por todos los números, tanto racionales como irracionales. 
El conjunto formado por los números reales se anota con la letra R. 





Números decimales 


Cuando dividimos dos números enteros, el resultado puede ser o un número entero o un número 
decimal, y cuando es decimal solamente se dan tres casos: 


A) Los que tienen un número exacto de cifras decimales; por ejemplo: 


los: 2 =07: L.:12 
7 =05; -] =0,76; 52 = 1,25, etc. 


A este tipo de número decimal le llamamos expresión decimal limitada. 


3) Los que después de la coma tiene un grupo de cifras que se repiten en el mismo orden en 
forma indefinida, por ejemplo: 


AR E 0997 E ABE 
3 = 0,3333...: 11 =0,727272...: 11 == 1,181 818... 


Este tipo de número es una expresión decimal ilimitada, que llamamos periódica pura, y para 
expresar que es ilimitada usamos tres puntos suspensivos. | Ñ 


Á cada cifra o grupo de cifras que se repite, en el mismo orden en forma indefinida, la llamamos 
período y se anota colocando encima del período un arco, por ejemplo: 


0,333... =0,3; 0,727272... =0/72; 1,181818... =118 


“l Los que después de la coma tienen una o varias cifras que no se repiten, seguidas de la 
cifra o grupo de cifras que se repiten,en el mismo orden en forma indefinida; por ejemplo: 


0,2666... =0,265; 1,8333... = 1,83: 0,36254254... =0,36252 
Este tipo de números también son una expresión decimal ilimitada, que llamamos períodica mixta. 
La cifra o grupo de cifras que hay entre la coma y el período la llamamos anteperiodo. 


Si consideramos que una fracción de la forma al = 0,6 la podemos escribir así: 


 =0,6000... =0,60 podemos generalizar diciendo. 


Toda fracción se puede representar mediante 
una expresión decimal periódica 








Cuando dividimos los números que forman una fracción obtenemos o un número entero o una 
expresión decimal ilimitada. 


inversamente cuando conocemos una expresión decimal periódica pura o periódica mixta podemos 
determinar la fracción que la origina, que llamamos fracción generatriz. 
e —— a 


A) Si la expresión decimal tiene un número exacto de cifras, la fracción generatriz tiene como 
numerador el número que nos dan, pero sin coma, y como denominador la unidad seguida de tantos 
ceros como cifras decimales haya; por ejemplo: 


24. 


0,24 = 100 


5) La expresión decimal es periódica pura 


xababab... x=a 





La fracción generatriz de una expresión decimal periódica pura tiene como numerador la parte 


entera seguida del período menos la parte entera, y como denomindador el número formado por tantos 
nueves como cifras tenga el período. 








| | CN BAD | mn_22 
a) 2,444... + 24 > FG e | Resp. a) 2,4 = a] 
b) 31161616... > 316 > FG= 9163 e Resp. b) 316 LA 
E 99 9 9 
| y ae _0175-0_ _ 175 | css 175 
c) 0,175175175.... + 0,1758 + F =“¿9g — = ag | Resp. c) 0,175 = 395 
C) La expresión decimal es periódica mixta. A E parte entera 
a a mp 
xabcbcbc... x=abc be = per! 





a 
ñ diz los 
' 


Cn pa. ' s 

A 4 
| e EJEMPLOS PA 
ll, — O pi Y pr 


ES 1432-14 _ 1418 _ 709 | 0 > _2709 





| Do. 23257-2325 20.932 _ 5.233 
c) 2,3257 + FG ===2059  “”9.000 ” 2.250 





| Resp. c) 2,3257 = a 


Observación. - Las expresiones decimales periódicas, cuyo período sea el número 9, no están 
originadas por quebrados, pues representan a variables que tienden a un límite. 


a) 0,999... + 09 =1; b) 0,0999... + 0,09 =0,1; 

c) 0,1999... + 0,19 =0,2; d) 0,2999... > 0,29 =0,3; 

e) 0,00999... + 0,008 =0,01; f) 0,01999... + 0,019 =0,02; 
g) 0,10999... > 0,109 =0,11; h) 0,11999... + 0,119 =0,12 


7 = 


Podemos observar que en todos los casos sumamos una unidad al número que está a la izquierda 
del primer nueve. 


EJERCICIO No (4) 
Aj Explicar el significado de cada una de las siguientes notaciones: 


(1) 1,5; (2) 1.5...; (3) 2,3444...: (4) 25: (5) 5,1645. 


E) Calcular la fracción generatriz de cada una de las siguientes expresiones decimales perfo— 
dicas puras. 


(6) 3/5; (7) 0/42: (8) 225: (9) 063 


C) Calcular la fracción generatriz de cada una de las siguientes expresiones decimales perió- 
dicas mixtas. 


(10) 2,38; (11) 0,452: (12) 1,23% (13) 2,3472. 


RESPUESTAS 
(1) Expresión decimal limitada; (2) Expresión ilimitada periódica 
pura; (3) Expresión decimal ilimitada periódica mixta: (4) Expre- 


sión decimal periódica pura; (5) Expresión decimal periódica mixta: 


Ze. A 211. 
(9) 33" (10) 00: (10) $5 


l. e. 23.449 
aa 0 13) 


ay 32, joy 82, 
(6) E (M135 (81 





Múltiplos de un número 


Múltiplo de un número es el número que contiene a éste un número exacto de veces. 
Y. _ _ QA 


a) 10 es múltiplo de 5 porque 10 =5-2 
b) 60 es múltiplo de 12 porque 60 = 12-5 
c) 1008 es múltiplo de 8 porque 1008 = 126-8 


Para determinar los múltiplos de un número, multiplicamos dicho número por todos los números 
enteros. 


— 18 — 


EJEMPLOS 


a) Los múltiplos de 2 son: 2-0 =0; 2:1 =2; 2.24; 2:3 =6; 2:4 =8; 2:5 = 10, etc. 
bj Los múltiplos de 14 son: 14:0 =0; 14-1 =14; 14-2 =28; 14-3 =42; 14-4 =56,etc. 


c) Los múltiplos de 108 son: 108:0 =0; 108:1 =108:; 108-2 =216; 108-3 =324, etc 


Para indicar que un número es múltiplo de otro anotamos b = 3, que se lee " b es múltiplo de a ”. 
En forma general, los múltiplos de un número se anotan con dicho número seguido-de la letra N. 


Los múltiplos de 6 se anotan >» 6N 
Los múltiplos de £ se anotan >» BN 
Los múltiplos de 47 se anotan + 47N 


Un número es par cuando es múltiplo de 2. 
Un número es impar cuando no es múltiplo de 2. 


Para determinar si dos números son uno múltiplo del otro se efectúa la división del mayor entre el 
menor y si la división es exacta el dividendo es múltiplo del divisor. 





Propiedades de los múltiplos de un número 


a) Todo número tiene infinitos múltiplos 
b) El cero es múltiplo de cualquier número 
c) Todo número es múltipio de sí mismo y de la unidad 


d) Los múltiplos de un número, exceptuando el cero y dicho número, son mayores que él. 


| Divisores de un número 


Un número es divisor de otro cuando lo divide exactamente. Si a divide a b anotamos aj b. 


Eo Maa. POR 


a) 12| 6_ >» 6 esdivisor de 12 yse anota 3 6| 12 
o 2 


bp 211.7 >» 7 es divisor de 21 yse anota + 7| 21 
O 3 


Se llaman divisores de un número al conjunto formado por.los números que lo dividen exactamete. 


Para determinar los divisores de un número se efectúan todas las divisiones entre este número y los 
comprendidos entre 1 y dicho número. Los números que den divisiones exactas son divisores del número 
dado. 


Para determinar los divisores de 12 dividimos 12 entre 1,2,3,4,...10,11,12. Los números que den 
divisiones exactas son divisores de 12. 


12125 12| 25 12] a: 1214 1215: 12d; 
q TE O 6 O 4 o 3 e 4 O 2 

12 27 E | 0: 12 | Sos 02 | 10; 12 | 18. TE 112 
5 1 á 1 3 1 2 1 1 1 O 1 


Los divisores que dan divisiones exactas son : 1,2,3,4,6,12. 





Propiedades de los divisores de un número 





a) Todo número tiene un número limitado de divisores. 
b) Todo número tiene como divisor el número uno. 
c) Todo número tiene como divisor a 61 mismo y éste es el mayor de los divisores. 


d) El cero tiene como divisores a todos los números exceptuando a él mismo, porque 
cero dividido entre cualquier número es igual a cero. 


| Múltiplo y divisor 


Vamos a establecer una relación importante entre múltiplo y divisor. 


Por ejemplo: sabemos que 40 es múltiplo de 5, porque 40 = 8-5, y también 5 es divisor de 40, 
porque 3 = 8, es decir, 40 es múltiplo de 5 y 5 es divisor de 40 


En forma general, si a es múltiplo de b,.entonces b es divisor de a. 


Se llaman criterios de divisibilidad a determinadas reglas que nos permiten conocer, sin efectuar la 
división, si un número es divisible por otro. 


Un número es divisible por 2 si termina en cero o en cifra par. 
Un número es divisible por 3 si la suma de los valores absolutos de sus cifras es divisible por 3. 


Un número es divisible por 5 si termina en cero o en cinco. 
EFAAá- Al 4 áÓZu0g go Is A 


Un número es divisible por 4 cuando sus dos últimas cifras de la derecha son ceros o forman un 
- y * P 
múltiplo de 4. 





_ Números primos y compuestos 
Un número es primo si solamente tiene dos divisores, que son él mismo y la unidad. 


Un número es compuesto si tiene más de dos divisores. 


= Mi 


Nota.- El número 1 ni es primo mi es compuesto porque no cumple con las características de los 
números primos mi de los números compuestos. 


Para determinar si un número es primo se aplican los criterios de divisibilidad para calcular sus 


divisores. Si solamente aparecen como divisores el 1 y dicho número, es primo, pero si aparecen más de 
dos divisores el número es compuesto. 


Los números primos del 1 al 100 son 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 


73,79,83,89 y 97 que se 'obtienen fácilmente por medio de la tabla numérica llamada Criba de 
Eratóstenes. 





Descomposición de un número en sus factores primos 


El proceso más usual para descomponer un número en sus factores primos es así: 


Se divide el número por su menor divisor primo (hay que recordar los primeros números primos: 
2,3,5,7,11,13,etc). 


El cociente obtenido se divide por su menor divisor primo; el cociente que se obtiene se divide por 
su menor divisor primo, y así se continúa con todos los cocientes hasta llegar al cociente que valga 1 


El número dado es igual al producto de todos los divisores primos que hemos obtenido en las 
divisiones sucesivas. 


Para descomponer el número 24 en sus factores primos prácticamente se procede así : 
2412 

12/12 

6/2 

313 

11] 


24 =2-2:2:3 =2%-3 





iedades de la descomposición de un número en sus factores primos son: 


8) Todo número diferente de 1 admite al menos un divisor primo. 
b) Todo número es un producto de factores primos. 
C) La descomposición de un número en el producto de sus factores primos es única. 





Máximo común divisor de varios números 


El máximo común divisor de varios números es el mayor divisor que es común a todos ellos. Se 
A - anota M.C.D. 


Para determinar el M.C.D de varios números se les descompone en sus factores primos, y después 


se multiplican los factores comunes a todos ellos elevados a sus menores exponentes, tomando cada 
factor una sola vez. 


8 (ic 


Vamos a determinar el M.C.D de 24 y 60 por descomposición en factores primos. 


2412 6012 
1212 30 |2 24 =2:2:2:3 » 24 =2%.3 
6/2 15/13 

313 515 60 =2-2-3-5 3 60 = 22.3-5 
1 1 


El M.C.D de 24 y 60 es igual al producto de sus factores comunes (2 y 3) elevados a sus menores 
exponentes (2 y 1). 


Resp. M.C.D (24,60) =2?.3 = 12 


Se denominan números 
unidad. 


rimos entre sí a los números que tienen como máximo común divisor la 








Mínimo común múltiplo de varios números 





El mínimo común multiplo de varios números es el menor múltiplo común a todos ellos distinto de 
y cero. Se anota m.c.m. 





Para determinar el m.c.m. de varios números se les descompone en sus factores primos y después 
se multiplican los factores comunes y no comunes elevados a sus mayores exponentes, tomando cada 
factor una sola vez. 


Vamos a determinar el m.c.m de 12 y 18 por iaescomposición en factores primos. 


2 
3 12=2-2:3 + 12=2*.3 
3 


2 QU 0 
2 (Y 0 


18 =2:3-3 + 18 = 2.3? 

El m.c.m de 12 y 18 es igual ar producto de sus factores comunes y no comunes elevados a su 
mayor exponente. 
| Resp. m.c.m(12, 18) =2?.3? =4.9 = 36 


Nota.- Si los números dados son primos entre sí el m.c.m es su producto. 


EJERCICIO No (5) 
A) Indicar sí las siguientes proposiciones son ciertas 
(175 =5; (21100 =25; (3)108=7; (4)120=15; (5) 25 - 100 
B) Indicar cuáles de las siguientes proposiciones son ciertas 
(6)6| 12; (713]| 10; (8) 8 | 280; (9)5| 32; (10) 5 | O 
- 9) - 


C) Aplicando los criterios de divisibilidad indicar cuáles de las siguientes proposiciones son 
ciertas. 


(11) 2 |1010; (12)3]| 71391; (13)5| 23080; 
(14) 2| 10483; (15)3| 24785; (16) 5|16182 


D) Investigar si los siguientes números son primos o compuestos. 


(17) 47285; (18)79; (19) 2201; (20) 131; (21) 4785 
E) Descomponer en sus factores primos los siguientes números 
(22) 280: (23) 630; (24) 2415; (25)840; (26) 6300 
AA —_ «AAA 


F) Determinar el máximo común divisor de los siguientes números. 


(27) 24 y 60; (28) 84 y 120; (29) 3;6;9; (30) 7; 14; 21; 
(31) 18; 27y 36; (32) 24; 36 y 72; (33) 16; 24 y 40; 
(34) 20; 28; 36 y 40; (35) 28; 42; 56 y 70; (36) 32; 48; 64 y 80 


PP Ó€¿YQÓgA>— 


G) Determinar el mínimo común multiplo de los siguientes números 


(37) 5; 10 y 20; (38) 2; 6; 18 y 36; (39) 9y 15; (40) 21 y 28; 
(41) 3;4; 10 y 15; (42) 4;5;8y20; (43) 2; 4; 10; 20; 25 y 30; 
(44) 15; 16; 48 y 150; (45) 14; 28; 30 y 120 


RESPUESTAS SS 
(1) Si; (2) Si; (3) No; (4) Si; (5) No; (6)Si; (7) No; (8) Si; 
(9) No; (10) Si; (11) Si; (12)Si; (13) Si; (14) No; (15) No; 
(16) No: (17) Compuesto; (18) Primo; (19) Primo; (20) Primo; 
(21) Compuesto; (22) 22-5-7; (23) 2-3%-5-7; (24) 3-5-7-23; 
(25) 22.3-5-7; (26) 22.3*.5%.7; (27) 12; (28) 12; (29) 3; 
(30) 7; (31) 9; (32) 12; (33)8; (34) 4; (35) 14; (36) 16; 
(37) 20; (38) 36; (39) 45; (40) 84; (41) 60; (42) 40; 


(43) 300; (44) 1200; (45) 840 





FRACCIONES 


Número fraccionario o quebrado es el que expresa una o varias partes iguales de la unidad. 

Una fracción consta de dos números escritos uno encima del otro separados por una raya. Al de 
arriba le llamamos mumerador y representa las partes que tomamos y al de abajo le llamamos 
denominador y representa las partes que hacemos. 


EJEMPLOS Dian. 200 


4 
a) 7 >?  Selee” cuatro séptimos " y significa que de un todo se han hecho 7 partes y 
se han tomado +4. 


b) 16 ? Se lee " siete dieciseisavos " y significa que de un todo se han hecho 16 
partes y se han tomado ?. 


96 | 
c) 1.000 > Se lee " noventa y seis milésimas " y significa que de un todo se han hecho 
1000 partes y se han tomado 96. 


Cuando en una fracción el numerador es menor que el denominador, decimos que la fracción es 
propia , y cuando el numerador es mayor que el denominador decimos que la fracción es impropia. 
Si dos fracciones tienen el mismo denominador es mayor la de mayor numerador; ejemplos 


3 2. 16.18 47. 13: 
57” 529723 100 > 100 


Si dos fracciones tienen igual numerador es mayor la de menor denominador; ejemplos. 


16,16. 2727, 105.105 
375" 415 52 “97 


Cuando dos fracciones con distintos numeradores y denominadores representan la misma relación 
se llaman equivalentes. 


i E — * 2 — * e p AN E 2 BN 
Ejemplos. . =0,5; 4 =0,5; 10 =05; etc » E e =39 505 


Para determinar si dos fracciones 


que consiste en lo siguiente. 


Si dos fracciones son equivalentes, el producto del numerador de la primera por el denominador de 
la segunda es igual al producto.del denominador de la primera por el numerador de la segunda. 


son equivalentes se utiliza el método de los productos cruzados, 





Si + es equivalente a + entonces: 8:d =b-c 


EJEMPLOS VA 


y 4 á 
a) 7 Y gg >1:'8y24 > 8=8; son equivalentes. 
108 27 | 
b) 52 Y 33 > 108:13 y 52-27 + 1404 = 1404:son equivalentes. 


e) 5 y 5 >» 47-253 y 51:234 > 118914 11934:m0 son equivalentes. 


Para formar fracciones equivalentes multiplicamos o dividimos simultáneamente los números que 
forman la fracción por el mismo número. La fracción que resulta es equivalente a la dada. 
4 4:2 e EZ 4 45_20 4 _20 


Ejemplos 2136 + 70:32 - 1055: 10 > 710.5” 50 








i Aplicaciones de las fracciones equivalentes 


Las aplicaciones más importantes de las fracciones equivalentes son: 


a) Ampliación de fracciones; 5) Simplificación de fracciones cl Obtención de fracciones irredu— 
cibles; 4) Fracciones con el mismo denominador. 


al Para amplificar una fracción se multiplica el numerador y el denominador por el mismo número. 
b) Para simplificar una fracción se divide el numerador y el denominador por el mismo número. 

Cc) Una fracción es irreducible cuando el numerador y el denominador son primos entre sí. 

d) Para transformar fracciones a fracciones equivalentes con el mismo denominador se procede así: 


Se halla el m.c.m de los denominadores y después se multiplican los números de cada fracción por 
el cociente que resulta de dividir dicho m.c.m entre su denominador respectivo 


Vamos a transformar las fracciones +: FF Y y ? fracciones equivalentes con igual 
denominador. : 
6=23 
J=3 | m.c.m (6, 3, 9) = 2-3* =18 
g =3 
cia E 62 +, Bis E 
Transformación de ¿+ +» 18:6=3 3 6318 > 6 =18 
Trans ¡nda E 18:3 = 4:6_24 L£ 2% 
Transformación de 7 > 18:3=6 >» A e 
AñO E 0 = 2 2 E GE 
Transformación de Ss >» 18:9 =2 >» 2.2 "8 > 3 =18 


Números racionales.- Todas las fracciones equivalentes a una dada, aunque están representadas 
por números diferentes, representan el mismo cociente indicado, que llamamos número racional. 


Número racional es el conjunto formado por todas las fracciones equivalentes a una dada. 


Generalmente se toma como representante del número racional a la fracción irreducible. 


Si en una fracción multiplicamos o dividimos el numerador y el denominador por el mismo número, 
modificamos los números que forman la fracción pero no el valor del cociente indicado, o de otra 
manera, no se altera el valor del número racional, 


inversamente, un número racional puede estar representado por infinitas fracciones. 





Operaciones con números racionales 


Adición de números racionales.— La adición de números racionales tiene ¡as mismas propiedades que 
la adición de números enteros. 


En la adición de números racionales se presentan dos casos: 1%) Que las fracciones tengan igual 
denominador, y 2”) que las fracciones tengan distinto denominador. 


Cuando tienen el mismo denominador se suman los numeradores y se deja el denominador común. 


Cuando tienen distinto denominador se transforman a denominador común por medio del m.c.m y 
después se procede como en el caso anterior. 


Multiplicación de números racionales.- El producto de dos fracciones es otra fracción cuyo 
numerador es igual al producto de los numeradores y el denominador igual al producto de los 
denominadores. 5 


| 
l 

3.5 35 3 03.5 25 
Ejemplo; 7 * —] =45=% | A AA 


La multiplicación de fracciones es distributiva por la derecha y por la izquierda respecto a la 
adición y sustración. 





(E + +) -9:C,3:l, rs 4") € _£:a,e:c 
de” $ | ] bd f  f-b" f-d 
División de números racionales.» Para dividir dos fracciones se multiplica la fracción dividiendo por 
la fracción inversa del divisor. 
2 E ay 
b * d b c 
Cuando la división de fraciones esta escrita en forma de quebrado, la fracción resultante es ¡igual al 
producto de los extremos dividido entre el producto de los medios: así : 





A) Disponemos de un saco de azúcar que pesa 60 kilogramos y lo queremos envasar en 
paquetes de 3/4 de kilo. ¿Cuántos paquetes podemos obtener?. 





Razonamos así: Tenemos que calcular cuántas veces 3/4 está incluido en 60, o de otra manera, 
tenemos que dividir 60 entre 3/4; así: 


60: - = 60x - = 2 = 80 | Resp. 80 paquetes 





B) Una botella tiene una capacidad de 3/4 de litro y una copa de 1/16 de litro. 


Calcular cuántas copas se sacan de cada botella. 





Igual que en el problema anterior, tenemos que dividir la capacidad de la botella entre la capacidad 


de la copa; así: 
2. L- 2-8 1 | Resp. 12 copas 





C) Una bolsa contiene 40 caramelos. Si 3/4 de los caramelos que hay en la bolsa los tenemos 
que repartir entre 5 niños ¿Cuántos caramelos le tocan a cada niño? 





Primero tenemos que calcular cuántos caramelos hay en 3/4 de la bolsa; así: 


40 x z = =30 >» En 3/4 hay 30 caramelos . por lo tanto: = =.6 


Resp. Cada niño recibe 6 caramelos 





D) En un colegio hay 360 hembras que representan el 3/5 del total de alumnos. ¿Cuántos 
alumnos tiene el colegio?. 





Según el enunciado, los alumnos del colegio están divididos en 5 partes, de las cuales 3 son 
hembras y 2 varones. 
Como:a 3 partes le corresponden 360 alumnos a una parte le corresponderá: 360/3 = 120 ya 5 


partes 5- 120 = 600 
Resp. El colegio tiene 600 alumnos 





E) En un pipote cuya capacidad es de 35 litros se echan 3/5 de su capacidad y después 2/7 
de su capacidad. ¿Cuántos litros faltan para Henarlo? 





| 3¿2 .21+10_31 
Hemos echado 2 + 7 ==32 35 


Esta fracción nos indica que el total está dividido en 35 partes, de las cuales hemos tomado 31. 
Como la capacidad total es de 35 litros y hemos hecho 35 partes, cada parte vale un litro. 
Como hemos tomado 31 partes, es decir, 31 litros faltan por echar 35-31 =4 


| Resp. Faltan 4 litros 


EJERCICIO No (6) 


(1) Calcular el perímetro de un triángulo si sus lados miden 17/4 de cm; 24/5 de cm y 25/3 de cm. 


(2) En un colegio hay 250 alumnos, de los cuales los 3/5 son hembras. Calcular cuántas hembras y 
cuántos varones hay. 


(3) En un pipote,cuya capacidad es de 120 litros,se hechan 7/10 de su capacidad y después 1/4 de 
su capacidad. Calcular cuántos litros faltan para llenarlo. 


(4) La leche que hay en una jarra ocupa 2/3 de su capacidad. Al añadirle 1/4 de litro se llena hasta 
3/4 de su capacidad. Calcular la capacidad de la jarra. 


(5) Se dispone de un terreno de 300 hectáreas y se le quiere dividir en parcelas que midan 2/3 de 
hectárea. ¿Cuántas parcelas podemos formar?. 


(6) Una pieza de tela tiene una longitud de 30m y 2/3 de ella se emplea para hacer blusas. Si cada 
blusa mide 5/3 de metro calcular cuántas blusas pueden hacerse. 
(7) Calcular los números que se piden a continuación: 
8l Los 3/5 de 75; b) Los 7/15 de 1200; 
Cl Los 3/4 de los 2/3 de 300; 4) Los 3/4 de los 2/5 de 400 
(8) Una persona reparte 180000 Bs en tres partes. A Juana le tocan 2/5, a Pedro 1/2 y a Andrés el 
resto. Juana, a su vez, su parte la reparte entre sus hijos; al 1% le da 1/2, al 2% 1/3 y al 30 lo 


restante. Se desea saber: 2) El dinero que le toca a Juana, a Pedro y a Andres; 5b) El dinero 
que le toca a cada uno de los hijos de Juana. 


(9) Al llegar el metro a una estación, de un vagón se bajan 2/5 partes de los pasajeros y suben 10 


personas. Si al partir el metro en dicho vagón hay 40 personas ¿Cuántas había cuando llegó? 


RESPUESTAS 
Sm: (2) 150H y 100V; (3) 6litros: (4) 3 litros; 
(9) 450; (6112; (7) a) 45; b) 560; c) 150: d) 120; 
(8) a) Juana > 72000: Pedro » 90000; Andrés +» 18000: 


b) 19 + 36000; 2% + 24000 y 3% > 12000: (9) so 


Potenciación de números r acionales, — Para potenciar una fracción se potencia independien— 
temente el numerador y el denominador aplicando la regla de los signos. 


La potenciación de fracciones no es ni conmutativa ni asociativa. 


a 
A (Br 
La potenciación de fracciones es distributiva para la multiplicación y para la división. 
(IA AE MAA 
La potenciación de fracciones no es distributiva ni para la adición ni para la sustracción. 
CEA 


El producto de potencias de fracciones de igual base es igual a otra potencia que tiene como base 
la misma base y como exponente la suma de los exponentes. 


Er 


El cociente de dos potencias de fracciones de la misma base es otra fracción de la misma base 
cuyo exponente es la diferencia de los exponentes entre el numerador y el denominador. 


CU 


La potencia de una fracción con exponente negativo es igual a su fracción inversa elevada al 
exponente positivo. 


Casos particulares de la potenciación de fracciones 
| | | O 
(En (Ft a (E 


Radicación de números racionales.- La raíz de una fracción es igual a la raíz del numerador 


divdida entre la raíz del denominador. 
| a _da 
> $b 


EJERCICIO No (7) 


A) Transformar a su más simple expresión cada una de las siguientes fracciones. 


IL y 22 Y re DOOR ras AT. 2.138 12.460 
ers (2 41 (8) 5005: (4 3186 (5) 19242" (6) 21.805 











Bj) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones dando las respuestas lo más 
simplificadas posibles. 


ai(7+5): 9(4-3)%: 0 H(4+2-4+2) 


— 29 — 








2 (o A)" 
2 
o AA AA 
RESPUESTAS 
17:27 0 00d 10: m8, 
1-1 918 0: 193 013 2: (199 4; 
1. 1 E 191 mp 222. a. | 
114) 39 09 3 010 5 07 E 8 19) 1. 





0 ra 22 919. ¡2as 8:663. 659 | 
(AN gis? (21) 520 * (221 209+ (23) 7316 (241 “37 | 


Fracciones compuestas. — Son aquellas que tienen su numerador o su denominador o ambos for-— 
mados por fracciones. 














2 
5 3+ 5 
Pa 6 7 
Ejemplos.— a) B b) a (e) 
> == 
3 4 
8+ $ 


| Para transformar una fracción compuesta a su más simple expresión, se efectúan indepen- 
dientemente tas operaciones indicadas en el numerador y en el denominador y después se efectúa la 
operación resultante. 


Veamos algunos ejercicios de fracciones compuestas. 
LL  JIL2+1 18 





++ 
> E A E, 14 A A A EE Y 
5 e ET ¿2 542 87872 
3 3 3 























¿4 
iz 2 E 24 45+8 53 
dy — a tb 0 A O 0 2 18 3 
3-2 15-2 13 Y EN 1,2 “5+16 21 630 — 63' 
5 5 5 26 aa 5 3 40 40 
= — + — 
45 
1,5 2+3 A 
ZE 4 4 
34 2 15+2 17 35 
mn -5___5 _68_1,050 _ 525 
10 7 “Del _ 174” 272 1% 
322 "56 8 30 
A 3-8 =3 
4 4 4 


EJERCICIO No (8) 


Simplificar las siguientes fracciones compuestas hasta transformarlas en fracciones irreducibles. 























£ 
1 2 1 5 
E 44 — — —— 
M— (2 (8 == (41 LX. (5) 243, 
3 m1 a A AL 
il : + 3+L 
E” 8 
32 E EN e 
4.5 +73 33 33 
ea 2+ - 
: 1 | 4 4 5 
E 34 24 == 3+ 
4+ — a q _—_— E a 2 
5 Ea 4 
2 
RESPUESTAS 





MEA GA AA a 2, 


264.600 


(8) + (9, 5 


- 31 - 






OPERACIONES CON NUMEROS REALES 






Cuando en una operación con números reales intervienen números con infinitas cifras decimales, 
estos números se " redondean ” según las necesidades de la respuesta . 


Propiedades de la adición con números reales 


a) Tiene la propiedad conmutativa >» a+b =b+a 

bj Tiene la propiedad asociativa >» a+b+c =(a+b)+c = a+(b+c) 

c+ Tiene elemento neutro que esel O >» a+O0 =0O+a =a 

4) Todo número real tiene su simétrico para la suma 3 El simétrico de a es —a 


En la sustracción de números reales no son válidas las propiedades conmutativa y asociativa, pero 
la operación de restar siempre puede efectuarse. 


Propiedades de la multiplicación de números reales 





a) Tiene la propiedad conmutativa + a-b =b-a 

bj Tiene la propiedad asociativa >+ a-b:c =(a-b)-c =a-(b-C) 

c) Tiene elemento neutro que eses +1 + a-(+1) =(+1)-a =a 

d) Tiene elemento absorvente que esel O + a:0=0:a =0 

e) Todo número real tiene su simétrico para la multiplicación, que llamamos inverso. 


er 1 
El inverso de a es SS 


f) La multiplicación es distributiva por la derecha y por la izquierda respecto a la adición y a 
la sustracción. 


a-(b+c) =a:bta:c; (bic):a =abia-c 
a) La multiplicación no es distributiva respecto a la multiplicación y a la división. 


alb-0) +(a-blta-c); a(2)422 





Regla de los signos para multiplicar 


más por más da más —= (+) x* (+) =+ 
más por menos da menos —— (+) x (-) = — 
menos por más da menos —— (-—) x (+) = — 
menos por menos da más —.= (-) x (-) =+ 





Propiedades de la división de números reales 


a) No tiene ni propiedad conmutativa ni asociativa 
bj) Respecto a la adición y sustracción solamente es distributiva por la derecha: 


O 
a 


c) Cuando el dividendo es O el cociente es O + =0 


d) Cuando el divisor es O la operación tiende a infinito » =0 


| Regla de los signos para dividir 


más entre más da más ——_—_— (+): (+) 
más entre menos da menos ———= (+): (-) =— 


3_ 
O 


!l 
+ 


menos entre más da menos ——*= (>): (+) 
menos entre menos da más ——= (-):(-) =+ 





Propiedades de la potenciación de números reales 
8) La potenciación no es conmutativa + a" En? 


b) La potenciación no es asociativa >= (a")"+ (an 


Cc) La potenciación es distributiva para la multiplicación y para la división. 
¿hiN — ¿N, nN a n _ 
(a-b)" =a"-b ( > ) = yn 


d) La potenciación no es distributiva ni para la adición ni para la sustracción 
la + by E a” + p” 


e) Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes 


aM.g =3gM+n 


f) Para dividir potencias de la misma base se restan los exponentes 


g) Para potenciar una potencia se multiplican los exponentes. 


(¿ma an gan 


h) Una potencia con exponente negativo es igual a un quebrado que tiene por 
numerador la unidad y como denominador la potencia pero con exponente positivo. 


= 33 -— 


¡) Cuando una fracción está elevada a un exponente negativo la podemos escribir invertida 
pero con exponente positivo. 


(4 (E 


l) Los casos particulares de la potenciación son: 


a” =1 
1" =1 
o" =0 





Regla de los signos para potenciar 
más elevado a potencia par da más ——_—_—=  (+)P" = + 
más elevado a potencia impar da más —_—_—e*. —(+)'"P3" = + 
menos elevado a potencia par da más —e (-J"" = + 
menos elevado a potencia impar da menos —+= (-)'""Par = - 


Raíces de números reales 





La ecuación x" =a, despejando x se escribe x = Va 
En forma general la solución de la expresión Ya tiene las siguientes características 


a) Cuando el índice de la raíz (nm) es par y la parte subradical (a) es positiva, existen dos raíces con 
el mismo valor pero con signo diferente. 


bj) Cuando el índice de la raíz (n) es impar y la parte subradical (a) es positiva o negativa, sola— 
mente hay una raíz que tiene el mismo signo que el de la parte subradical. 


c) Cuando el índice de la raíz (n) es par y la parte subradical (a) es negativa no hay raíz en el 
conjunto de los números reales, pero sí en el conjunto de los números complejos. 


Exceptuando los números que tienen raíz exacta, todos los demás tienen como raíz números 
decimales de infinitas cifras no periódicas, o de otra forma, son números irracionales. 


Exponentes fraccionarios 





Hemos dicho que al despejar x en la ecuación x" =a resulta x = Ya, que llamamos raíz de a. 
m 


La ecuación x”" =a" la podemos escribir así + x=a"” (1) 


> ¿ ! ni 
Despejando x en la ecuación x" =a " resulta: x= fam (2) 


Comparando (1) con (2), vemos que un exponente fraccionario se puede escribir en forma de raíz, 
es decir: 


Ejemplos aya? da?; b)b5/% =*b5; cja!/? =Va; d) 4195 =25/4; 6 p* =p43; 


EJERCICIO No (9) 
A) Efectuar cada una de las siguientes adiciones con tres cifras decimales 


(1) 3,2648...+ 1,52731...; (2) H +2,16873... (3 (2+n 





B) Efectuar con menor error de 1/1000, cada una de las siguientes sumas algebraicas. 


(4) 2,6+3.3-1,234...; 5) (3 -48)H1-15: (6) (2-(e+r—(3) 





C) Efectuar con dos cifras decimales cada una de las siguientes multiplicaciones. 


(7) 2,4168,..x 5 (8) 23x1,235; (9) m/5 





D) Efectuar cada una de las siguientes operaciones tomando los números apróximados con 
dos cifras decimales. 


1020323 302-439: (111 2238-Li7-1( +1): 128%, 


(13) 4:22, ¡a (151 8,92: (16) (-1D)2%: (17) (m3; (18) (-1.49) 73; 
3 


5 : - 32 1 46-23 31,7. 4,2 
(19) (0/6) *; (20) (m) 2. 212,23 — - —2=)|- — (4,2 + —=G-2)]; 
as: 2 1,3-0.4 
(22) 3055 334. 234. 0/2 2)+3,4 
RESPUESTAS 


(1) 4,791; (2) 2,501; (3) 4,555; (4) 4,810; (5) -1,892; 

(6) -2,209; (7) 4; (8) 2,86; (9)7; 110) -0,30; (11) -4,74; 
112) 1,14; '13) 3,48; (14) 1,50; (15) 10,24; (16) 2,07; 

(17) 230,95: (18) -0,35; (19) 1,10; (20) 0,09; (21) -1,53; 
¡22) 6,17. 


-PROPORCIONALIDAD 





La palabra proporcionalidad la empleamos para comparar dos magnitudes; por ejemplo: 
Lo que ahorra una persona en un año es proporcional a lo que ahorra cada mes. 
Lo que gana un comerciante es proporcional a la cantidad de mercancia que vende. 


Dos magnitudes son proporcionales cuando multiplicando o dividiendo una de ellas por un número, 
la otra queda multiplicada o dividida por dicho número. 


Las magnitudes proporelpnales pueden ser; directamente proporcionales e ¡ inversamente propor— 
cionales, 





Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando multiplicando una de ellas por un número, 
la otra queda multiplicada por dicho número y dividiendo una de ellas por un número, la otra queda 
dividida por el mismo número. 


Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando multiplicando una de ellas por un número, 
la otra queda dividida por dicho número, y dividiendo una de ellas por un número, la otra queda 
multiplicada por dicho número. 


En matemática, la proporcionalidad entre dos magnitudes se da entre los números que la represen 
tan, que se escriben en forma de fracción, a la que llamamos razón de la proporción. 


Cuando dos razones son iguales forman una proporción, es decir, que una proporción es la igualdad 
de dos razones. 





c uE 
bg > tsuna proporción 


Una proporción está formada por cuatro términos, dos medios y dos extremos. 


extremo _ medio 
medi o extremo 


La propiedad fundamental de las proporciones es que : 


El producto de los términos medios es igual al producto de 
los extremos. 


A «d =b-( 
es + ad =b-cC 


csemeros [> 


Calcular el valor de x en cada una de las siguientes proporciones. 


e. S, A E — E TO 
E A ds 8 ad 0 e > 





En todos los casos aplicamos la propiedad fundamental de las proporciones. 


5 30 
a) r ds 3Jx=6:'5 >» ss | Resp. a) x =10 


e: e == e as 
E + 05=2x + x= =10 | Resp. b) x =15 

Ñ 3 a = 24 = 
Asa =7 E dr | Resp. c) x 6 
d) = -2 + Bx=15:'7 >» x=22 =21 Resp. d) x =21 





La regla de tres es una operación que tiene por obieto hallar el cuarto término de una proporción, 
cuando se conocen los otros tres. 


Existen dos tipos de regla de tres, la " regla de tres simple " donde interviene una sola proporción y 
la " regla de tres compuesta " donde intervienen más de una proporción. 


La regla de tres simple puede ser directa, cuando las cantidades que se comparan son directa 
mente proporcionales, e /nversa, cuando las cantidades que se comparan son 


proporcionales. 


Aj Sí 20 soldados consumen 140 kilos de comida calcular cuánta comida consumirán 56 soldados. 


inversamente 





Las cantidades que vamos a comparar son soldados y comida y para determinar el tipo de pro- 
porcionalidad razonamos así: 


A doble número de soldados doble número de comida y a mitad de soldados mitad de comida, por lo 
tanto, la proporcionalidad es directa y procedemos así : 


Si 20 soldados consumen 140 kilos E a 140 
56 soladados consumirán x kilos 56 


56x 140 
x= = 392 L esp. 392 kilos 


B) 25 obreros trabajaron 10 horas diarias para construir una casa., ¿Cuántas horas diarias 
hubieran tenido que trabajar 15 obreros para construir la misma casa?. 








Las cantidades que vamos a comparar son obreros, y horas y para determinar el tipo de propor- 
cionalidad razonamos así : 


A doble número de obreros mitad del número de horas, y a mitad de obreros doble número de 
horas, por lo tanto, la proporcionalidad es inversa, y procedemos así: 


25 obreros trabajan 10 horas 
15 obreros trabajarán x horas 


= 3 


Tomando las horas, que son la incognita, como punto de referencia, los obreros son razón inversa, 
por lo tanto, para resolver el problema la razón de los obreros la escribimos al revés para multiplicar en 
cruz. 





15 Y LO de 
5 x*—A5 = 16,66 Resp. 16,66 horas 





C) Para transportar 200 kilos de mercancia a 20 Km de distancia se han pagado 4000 Bs. 
¿Cuánto se pagará por el transporte de 1000 kilos a una distancia de 30km? 





Esta regla de tres es compuesta porque hay tres cantidades; kilos, kilómetros y bolívares. 


Tomando como referencia los bolívares, que es la incognita, vemos que los kilos y los kilómetros 
son razones directas, porque a más kilos más bolívares y a más kilómetros más bolívares. 





200kg ——- 20km ——- 4000Bs 
1000kg —— 30 km x 

| | 

D D 


Prácticamente se procede así: 


pa | + 0 
Lenominador > A 000 us x = 1:000:30x4.000 _ 20000 


Numerador  —+ 1000 ———= 30 Xx | 200x 20 


Hesp. 30000Bs 


D) 8 obreros trabajando 9 horas diarias han hecho 738 metros de obra en 25 días. ¿Cuántos 
días necesitarán 14 obreros, trabajando 8 horas diarias para hacer 980 metros de la obra?. 





En esta regla de tres intervienen las siguientes cantidades, obreros, horas, metros y días. 


8 obreros —— 9 horas —— 738 metros — 25 días ,, 
S | 


he al 
a a 


14 obreros ——- | horas —— 980 metros - x días 
| | 


+ 
D 





: : | : 
Tomando como referencia los días, que es la incognita, son directamente proporcionales los metros, 


e inversamente proporcionales los obreros y las horas. 
Para resolver el problema las razones inversas las escribimos al revés; así: 
Ea, 
Denomirador 3 14 —>38 ——> 738. 25 as | 
| e y y PES EDOONZO 24:34 
Numerador +  8——>9——3980 «K Pin 


Resp. 21,34 días 


EJERCICIO No (10) 


(1) Un carro consume 7 litros de gasolina para recorrer 100 kilómetros. Calcular cuántos 
litros consumirá para recorrer 640 kilómetros. 


(2) Si 4 cuadernos valen 840 Bs, cuánto valdrá una docena. y 


(3) Un destacamento de 80 soldados tienen asignados 280 kilos de mr ¿Qué cantidad de 
comida se necesita si se agregan 30 soldados más? 
E 
(4) 14 carpinteros trabajaron 7 días para realizar un trabajo: ¿Cuáftos carpinteros se 
hubieran necesitado para realizar dicho trabajo en 4 días y medio?. 


(5) Para hacer una pared se necesitan 850 ladrillos de 18x12cm cada uno. ¿Cuántos ladrillos 
de 18x14se necesitan para hacer la misma pared?. | [Lx 


(6) 12 obreros, en 9 días, trabajando 7 horas diarias, han ganado. 12500 Bs. ¿Cuánto ganarán 
25 obreros en 15 días trabajando 6 horas cada día? | | 


(7) 8 albañiles, en 6 días, trabajando 9 horas diarias, han levantado una pared. ¿Culhtón 
horas diarias hubieran tenido que trabajar 5 albañiles para erre) 0 mismo en 10 días. 


RESPUESTAS 





(1) 44,8 litros; (2) 2560Bs; (3, 385 kilos; (4) 22 carpinteros; 


(5, 729 ladrillos; (6) 37202,38Bs; (7) 8,64 horas 


PORCENTAJE 





En el caso particular de un problema de proporcionalidad en que uno de los números ¿ea 100, 
decimos que es un problema de porcentaje. 


Porcentaje es la relación de un número con 100. 
El porcentaje se anota con el símbolo % que se lee " por ciento ”. 
6% se lee " seis por ciento " y significa que de 100 partes se han tomado 6. 


Los problemas de porcentaje se resuelven de la misma forma que los problemas de regla de tres. 


Aj Calcular el 8% de 120 





8% significa que de 100 partes se toman 8, por lo tanto, 


Si de 100 partes tomo 8 120x8 














—=. YM. = = 9,6 Í 
de 120 partes tomaré x 100 Resp. 9,6 
B) ¿Qué tanto por ciento es 8 de 120? 
Significa que de cada 120 partes tomamos 8, por lo tanto: 
Si de 120 partes tomamos 8 
e o ES e e 
de 100 partes tomaremos x SH 00 Resp. 6,66% 
C) El 2% de un número es 6. Calcular dicho número. 
El 2% significa que de cada 100 tomamos 2, por lo tanto: 
Si de 100 tomamos 2 100x6 
de x tomaremos 6 E: Tias 900 ap. 09 


EJERCICIO No (11) 


(1) En un curso de 35 alumnos aprobaron el 40%. Determinar el número de alumnos aprobados. 
(2) De una población de 1200 personas 36 no saben leer. Determinar el porcentaje. 


(3) En un poblado, 216 personas representan el 72% del total. Calcular cuántos habitantes tiene el 
poblado. 


(4) Una persona compra un objeto en 3400Bs y lo vende ganando un 20%. Calcular en cuánto lo 
vendió. 


(5) Una persona compra un objeto en 4200Bs y lo vende con una pérdida del 20%. Calcular en 
cuánto lo vendió. 


(6) En una cesta hay 40 frutas, de las cuales 10 son naranjas. Calcular qué porcentaje de naranjas 
hay. 


(7) En un edificio viven 160 personas, de las cuales 32 son niños. Calcular qué porcentaje 
representan las otras personas. 


(8) El precio de venta de un objeto es de 24008Bs. Si se paga de contado hacen un descuento del 
10%, pero si se paga a plazos hacen un recargo del 20%. Calcular el precio de contado y el 
precio a plazos. 


(9) Una librería está haciendo un descuento del 35% sobre el precio de venta. Si se compran 10 
cuadernos a 200 Bs cada uno y 2 cajas de creyones a 460Bs cada una, calcular cuánto hay que 
pagar. 

(10) Una herencia de 694000Bs se distribuyó de la siguiente manera. El 20% para pagar 
impuestos, el 5% para gastos de escrituras y notaría y el resto se repartió entre tres herederos. 
¿Cuánto recibió cada heredero?. 

(11) Hacemos un negocio ganando el 8%. Hacemos otro negocio perdiendo el 3%. Hemos invertido 
2200008s totales y hemos obtenido una ganancia neta de 4400Bs. ¿Cuánto dinero pusimos en 
cada negocio? 


(12) La diferencia entre el 7% y el 5% de un capital es 1600008Bs. ¿A cuánto asciende el capital?. 


(13) Juan ha vendido dos bicicletas en 15000Bs cada una. Así ha ganado sobre la primera el 25% 
y ha perdido sobre la segunda el 25%. Se desea saber si ganó o perdió en el negocio. 


RESPUESTAS 


(1) 14; (2)3%; (3) 300; (4) 4080Bs; (5) 33608Bs; (6) 25%; 
(7)80%:; (8) 2160 y 2880; (9)1898Bs; (10) 1735008Bs; 
(11) 100000Bs y 120000Bs; (12) 80000008Bs; 


(13) Perdió 20008Bs. 


- 49 = 


ALGEBRA 


El álgebra es la parte de la matemática que estudia la cantidad, considerada del modo más general, 
y se vale de letras para representarla; tiene por objeto abreviar y generalizar la solución de los 
problemas numéricos. 


Fue introducida en Europa por los árabes en el año 950. 


2 
5 i ” a A p <A pa ll Z 3x b , a a e 
Monomio.- Es toda expresión de la forma, 2a”; —-4a*b; A y cuyas componentes son: el signo; el 








coeficiente, las letras y los exponentes. 
Signo >» - 

Coeficiente >» 4 

-4ab |] Letras » a y b 


Exponentes +» 2 y 1 


OBSERVACIONES 


a) El signo puede ser + o —, pero cuando un móonomio no tiene signo se sobrentiende que es + 


b) El coeficiente puede ser cualquier número, pero cuando no hay coeficiente se sobrentiende que 
es uno. 


c) Las letras (parte literal), pueden ser cualquiera, eso va a depender de las necesidades del 
problema. 


d) Los exponentes suelen ser números enteros, pero también pueden ser fracciones o letras y 
cuando una letra no lleva exponente se sobrentiende que es uno. 


Valor numérico de un monomio es el número en que se transforma cuando sustituimos las letras por 
sus valores y efectuamos operaciones. 


Dos monomios son iguales cuando tienen el mismo signo, el mismo coeficiente y las mismas letras 
elevadas a los mismos exponentes. 


Dos monomios son semejantes cuando su parte literal con sus exponentes respectivos son iguales y 
en lo único en que se diferencian es en el signo o en el coeficiente. 


Dos monomios son diferentes cuando difieren en alguna de las componentes de la parte literal. 


Para anotar un monomio, como es un producto de letras y números, generalmente se anota el signo 
el coeficiente y las letras en orden alfabético, pero sin el signo de multiplicar entre llas. 


Por ejemplo; un monomio, —4a“bc? también puede anotarse de cualquiera de las siguientes 
maneras, que no recomendamos, porque al efectuar operaciones con ellos resultan más complicadas. 


-4a*c4b: -—4a*.b.c?; etc. 


Adición y sustracción de monomios 





a) Cuando los monomios son semejantes se efectúan operaciones con sus coeficientes dejando 
invariable su parte literal. 


4 


b) Cuando los monomios no son semejantes la operación se deja indicada. 


Como los monomios son números, cuyo valor depende del valor de las letras, la adición de 
monomios tiene las mismas propiedades que la adición de los números racionales, es decir, tiene las 
propiedades conmutativa y asociativa. 


Efectuar cada una de las siguientes operaciones 


a) 2a?b+2a*%b: b) 3adb+ba?; 0) 3a*+2b; 
d) 8x2y-3x?y; e) 5atb=-ba?*; f) 4ab-4ab 





En cada caso tenemos que comprobar si los monomios son semejantes, y si lo son, efectuamos 
operaciones solamente con los coeficientes dejando la parte literal común, y si no lo son la operación se 
deja indicada. 


| a) 3a?b+2a%b + Son semejantes, por lo tanto: 


3a2b+2a%b =(3+2)a%b = 5a%b | Resp. a) 5a*%b 
| b) 3a*b+ba? + Son semejantes, por lo tanto: 
3a0b+a?b =(3+1)a9b = 4a?b Resp. b) 4a*b 


| c) 3a?+2b + No son semejantes, por lo tanto, la operación se deja indicada. 
| Resp. Cc) 3a*+2b 


di By-Déy + Son semejantes, por lo tanto: 


8x*y-3x?y =(8-3)x?y = 5x?y | Resp. d) 5x%y 
| e) 5a%b-ba?* + Son semejantes, por lo tanto: 

5a%b-a“b =(5-1)a?%b = 4a?b | Resp. e) 4a%b 
| f) 4ab-4ab + Son semejantes, por lo tanto: 

4ab-4ab = (4-4)Jab =0-ab =0 | Resp. f 0 


Cuando varios monomios están escritos uno a continuación del otro separados por los signos + o 
—, forman una suma algebraica. 


A cada uno de los monomios que componen la suma algebraica se le llama término, 


A grupar términos semejantes en una suma algebraica de monomios, significa sustituir todos los 
términos que sean semejantes entre sí por uno solo, efectuando las operaciones que indiquen sus 
coeficientes. 


Agrupar términos semejantes en cada una de las siguientes expresiones. 


a) 3a?b+4ab*-5a*b+6ab*+3a: hb) 2a?b+3ab-4ba?+2ba+3a?b+2ab-=5 


En el proceso de agrupar términos semejantes, cada persona aplica su método; colocar los 
términos semejantes en columnas, efectuar las operaciones mentalmente, colocar señales para cada 
término semejante, etc. 


| a) 3a*b+4ab*—5a*b+6ab? +2a 


+32*b+4ab* +3a 
-5a*b+6ab?* 
-2a2b+10ab?+3a | Resp. a) —2a?b+10ab*+3a 





| b) 2a?b+3ab-—4ba? +2ba +3a?b+2ab- 
+2a?b+3ab-5 

+3a*b+2ab 

-4a?b+2ab 


a?b+7ab-5 | Resp. b) a?tb+7ab-=5 





- Símbolos de agrupación 





Igual que con los números, también para indicar el orden en que hay que efectuar las operaciones 
se usan los símbolos de agrupación; paréntesis, corchetes y llaves. 


Para eliminarlos se siguen los mismos procedimientos que para los números, es decir : 


Cuando un símbolo de agrupación esté afectado del signo + se puede eliminar, porque no se alteran 
los signos que hay en su interior. 


Cuando un símbolo de agrupación esté afectado por el signo —, al eliminarlo se cambian los signos 
de los términos que hay en su interior. 


Normalmente, dentro de las llaves puede haber corchetes y paréntesis y dentro de los corchetes 
.hay paréntesis. 


En la eliminación de símbolos de agrupación se procede de dentro hacia afuera, es decir, primero 
parétesis, después corchetes y finalmente llaves. 


Eliminar los signos de agrupación de cada una de las siguientes expresiones, y después agrupar los 
términos semejantes. 


a) 3a+(2a+b)—(a—b); b) —4a?b—-[-(4-2a?b)+3]; «) 2a+(3a+b) -—[-—[2a+(4a+b)—(3a+2)]+3a) 





a) 3a+(2a+b)—ta—b) = 3a+2a+b-a+b = 4a+2b | Resp. a) 4a+2b 


bj —4a?b-1-(4-2a*b) +3] = —4a?b-[-4+2a*b+3] = —-4a?b+4-2a*b-3 = —6a*b+1 


| Resp. b) —6a*b+1 


c) 2a+(3a+b) —( —[2a +(4a+b)-(3a+2)]+3a) = 2a+3a+b-([(-[2a+4a+b-3a-2]+3a) = 


= 5a+b-([-[3a+b-2]+3a) = 5a+b-(-3a-b+2+3a) = 5a+b-[2-—b) = 5a+b-2+b = 5a+2b-2 


| Hesp. Cc) Sa+2b-2 


EJERCICIO No (12) 
Aj Hallar el valor numérico de cada uno de los siguientes monomios 
on 2a*., 4bc?. ¡41 58. (5; _2% 
(1) 3abe*; (2) Do (3) 7 (4) El (5) 3bc 


para a=-1; b=2yc=-3 


8) Hallar el valor numérico de cada uno de los siguientes monomios. 





(6) 4xy?; (71); (8) ==, (9, 


yz* y 3y?z 





1 | 2 
para x= E z=2 


C) Efectuar cada una de las operaciones que se indican a continuación. 





(10) 2a?b+3ba*; (11) 5adb+ba?; (12) 2a+3b; (113) 2*y-2y8; (14) --4x?y?+x?2y?; 


| yA EA y xa? 2. ME: 2. 4a?b _ 3ab* 
(15) y + Y; (16) 27 +2xa?; (17) q ay +yax; (18) 3 > 








D) Agrupar términos semejantes en cada una de las siguientes expresiones. 
(19) 4a+2b-c+3a-b+2c; (20) 10x-10y+42+x-22+11y-5x+3y-2; 
(21) 4 -—2xy* +3y 9 +2y +5x*y+x? —y? +xy?; (22) EN + y Hay + EL 


— A5 — 


A aa ra, 
(23) za +3 ab 5 O" +b 3 2b*+-7atb+a”; 
(24) 4a"+5a"-6a*+82a*+ 54" -3a"+2a*+547-3a" 
E) Eliminar los signos de agrupación en cada una de las siguientes expresiones y después 
agrupar los términos semejantes. 





(25) 4a-(3a+b) +[a+(3a-2b) +3]+4a-1; 

'26) 5a-(4a-(2a-3b) -[3a-(a-—b) -2)]-(3a+2) -2) ; 
(27) 2a?-3a-(2a -2b) + 2b? -[4a? -5b? +(2a? —b?)]: 
(28) 4ab? -(3a?b-2) -[ -1-1(2ab?+3?b) - 33? +(b*-2))) ; 
(29) —[4a?b-[4a*b-(5ab?-3a?b) -(2ab?+4a?b)]) : 


(301 —(-1-1-3a*b+2) +(20?-a) +42?b]-40? +3a) 


RESPUESTAS a 
(1) -54; (2) 1; (3) -72; (4) 5/12; (5) 1/18; (6) 8/9; 


(7) 3/8; (8) 9; (9) 3/16; (10) 5a%b; (11) 6a%b; (12) 2a+3b; 
¡eZ 2 
ag 19) at 15, 10922, (17, 2, 


(18 22 s - 20. (19) 7a+b+c; (20) 6x+4y+z; 


2 2 
121) 4 —xy? +4y +Bx*y; 122) OE 


(29) 5 A e (24) -2a"+1527+4a%; (25) 9a—3b+2; 
(26) 8a-2b+2; (27) -4a?-5a+2b+8b?; 


(28) 2ab? -4a*b-23a?*+b?: 1291 —a?b—-7ab?; (30) 7a*b-4a+60? -2 





Multiplicación de monomios 


La multiplicación de monomios siempre es posible, no importando las características de los 
rmonomios factores, y se procede así: 


Se multiplican los signos, se multiplican los números que forman los coeficientes y se multiplican 
las letras, aplicando en cada caso las reglas correspondientes. 


Debemos recordar que para multiplicar letras, si es la misma, se escribe ésta elevada a la suma de 
los exponentes y si son diferentes se escribe una al lado de la otra sin signo entre ellas. 


— A6 — 


A 


aj atxa? =a*** =3a%; b)b*%xb =b**' =b*; c)atxb =a?b; d)axb?éxc = ab*e 
Efectuar cada uno de los productos que se dan a continuación 
2243 ¿A 1 33 Y 
a) (3a2b*)x(-5a?%b?);  b) (A b)x(—4ab?) ; 


c) (3x"y%)x(=xy"); d) pp L xy? )u(- Ey) «wey? 





En cada caso multiplicamos los signos y los coeficientes, y para multiplicar letras iguales sumamos 
sus exponentes. 


a) (3a?b*)x(-5a7b?%) > (+x-)(3x5)(a2*9p9*?2) = -154*b* | Resp. a) -15a*b* 
b) (a?b)»=1-4ab*) > 124) 102+41b1*3) = —2a*p* Resp. b) —3a*b? 
Cl (BY y) + (ri 30 00+41y2+ = 33041 y2+n Resp. e) -3 "+ y?* 
d) (02) (-hÚ)0t > 40142424142 = 245 Resp d) 345 

2 5 10% 10 | - 10 





Propiedades de la multiplicación de monomios 
| Como los monomios son números cuyo valor depende de las letras, la multiplicación de monomios 
tiene las mismas propiedades que la multiplicación de números racionales. 


Tienen las propiedades conmutativa y asociativa, tiene los elementos neutro, inverso y absorbente y 
es distributiva por la derecha y por la izquierda respecto a la adición y sustracción. 


Multiplicación por un monomio 
de una adición o sustracción 





En esta operación aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicación para la adición y para la 
sustracción, que se cumple por la derecha y por la izquierda. 


ES 


A) Efectuar cada uno de los siguientes productos 


a) 3a(2a+3b); b) -Sa“b(4ab?-20%*); 0) (5a%b+ Fab?-3)(-L); ad) Lav?(L- amv) 


En cada caso multiplicamos el monomio por cada uno de los términos que hay dentro del paréntesis 


al 2a(2a+23b) =(3a)(2a) +(3a)(3b) = 6a*+9ab 
| Resp. a) 6a? +9ab 

bj) —5a?*b(4ab*—2a*b?) = (—58*b)(4ab?) -(—5a?b)(2a9b?) = —20a*b? +108*b? 
' 


Resp. bj —-20a*b? + 10a*b? 
c) (5a?b+ = ap? -3)(-3) = (5a?b)( - >)+ (2 ab? 1 sl 31(- 2D) - 
==“ E | Resp A E +ab 


Ge) Fr 


. 3 
| Resp. d) 20% ¿gntipys? 











5) Simplificar cada una de las siguientes expresiones 
a) 2a[3a%*b+ab(2a-3b) +4ab*]; b) 2ab(3a+2b) -[-a(a—b) +a?]-2a?; 


c) a( -2a?b-[3a+ a?b+2a(ab-5)-3a?b)) +4a*b; d) -(a(3a+b)-a?[-(a”-2b)a]-2a"*! +4a"b) 





Primero eliminamos los paréntesis, después los corchetes y finalmente las llaves, procurando 
agrupar términos semejantes en cada operación. 


a) 2a[3a?b+ab(2a—3b) +4ab*] = 2a[3a?b+2a?2b-3ab? +4ab?] = 2a[5a*b+ab?] = 10a*b+2a?b* 


| Resp. a) 10a?*b+2a?p? 


b) 2ab(3a+2b) —[—ala—b) +a?]-2a* = 6a*b+4ab?-[-a?*+ab+ra?]-2a? = 6a*b+4ab*-ab-2a* 
| Resp. b) 6a?b+4ab* -ab-2a?* 

c) al -2a?*b-[3a+ a*b+2Za(ab-5)—3a*b)) +4a*b 

al -2a?b-[3a+a*b+2a(ab-5)-3a?bJ) +4a*b = a( -2a?b-[3a+a?b+2a?%b-10a-—3a*b)) +4a%b = 


= a[ -2a?b-1-7a]) +4a%b = al -2a?b+7a) +4a%b = -2a7b+7a?+4a7b = 7a*+2a*b 


| Resp. c) 7a?*+2a9%b 


d) —[a"(3a+b) -a?1-(a"—2b)a]-2a"*? +4a"b) 
-(a"(3a+b)-—a?*[-(a”-2b)a]-22"*? +4a"b) = -(3a7* +a"b-a?*[-a"*! +2ab]-2a"** +4a"b) = 


= =(349nt" +a"b+agn+3 -2a?h-24"*! +4a"b) == —( grat +5ab+arnta —2a*b) 


| Resp. d) - art —sa ba”? +22?b 


Multiplicación de binomios 





Se aplica la propiedad distributiva multiplicando cada término del primer binomio por cada uno de 
los términos del segundo, y después se agrupan términos semejantes: 


Efectuar cada uno de los siguientes productos, dando el resultado lo más simplificado posible. 


2 
a) (3a+2b)(4ab+3b); b) (-2a2b+3ab)(-4ab-5a?b); c) (E2+1)1020+3 


a) (3a+2b)(4ab+3b) = 3a(4ab+3b) +2b(4ab+3b) = 12a?b+9ab+8ab? +6b* 
| Resp. a) 12a?*b+9ab+8ab? +6b? 


b) (—2a*b+3ab)(—4ab—5a*b) = -—2a?b[ -4ab-5a?b) +3abl -4ab—53?b) = 
= 8adb*+108%b?*-12a%b?*-159%b? = -72%b?+103*b? -12a*b? 


| Resp. b) —7a?b?*+10a*b? -12a?p? 


¿Da? 2 42 | 412 
c) (22+1)t0?0+3 = (3 (a2b+3) +(1)(a2b+3) = 23 +2a*b+a?b+3 = 2% 4302043 











3 
2a*p? 


| Resp. Cc) =—+3a%b+3 





Multiplicaciones combinadas 


Efectuar cada una de las operaciones que se indican a continuación, dando la respuesta lo más 
simplificada posible. 


a) (2a2+3)(4a?+5a-6); b) (2x2 +5x+6)(4x?-3x+5); C) 3a(2a+b)(3a+3b); d) (2x+1)(2x+2)(2x+3) 





a) (2a?+3)(4a*+5a-—6) = 8a8*+108? -12a2+12a?+159-18 
Resp. a) 8a*+10a?*+15a-18 


b) (2D? +5x+6)(4:?—3x+5) =8x*-6x +10x? +20x3 -15x? +25x+24x? -18x+30 
| Resp. b) 8x*+14x +19 +7x+30 


c) 3a(2a+b)(3a+3b) =(6a*+3ab)(3a+3b) = 18a* +18a*b+9a*b+9ab? 


| Resp. c) 18a7+27a2%b+9ab? 


d) (2x+1)(2x+2)(2x+3) =(4x?+4x+2x+2)(2x+3) = (4x7 +6x+2)1(2x+3) = 


= 8 +12x?*+12x*+18x+4x+6 | Resp. d) 8x3 +24x? +22x+6 
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División de monomios 


La división de monomios siempre es posible, no importando las características de los monomios, y 
se procede así: 


Se dividen los signos, se dividen los coeficientes y se dividen las letras, aplicando en cada caso las 
reglas correspondientes. 


Efectuar cada una de las siguientes divisiones 


a) (4a?b?):(-2ab) b) E aos): > ab?): Cc] (E hab): -<Fa*b): dj (3a"b?):(—4a*b") 


En cada caso dividimos los signos, los coeficientes y las letras, que si son iguales, se resta del 
exponente del numerador el exponente del denominador. 











a) (4a?b?):(-2ab) = seo =( E Mi AS = -9a21p2-1 
|[Resp. a) —2Zab 
3 ¿5p3 lud ica 2113, 2 e 
e (q) NA aga 
| 5, 
| Resp. b) 39h 
SANS dl LEAL, SL 1-6p4=1 =4La75p3 
o) (-ab*):( q)- 3 EZ E 
3 
| Resp. c) seo = E 
d) (3a"b*):(-4a*b") po = (= 1 + )an2p20n S= <an2paon 
3ag””2p2a" 


[Resp. SS 7 


División de una adición o sustracción 
de monomios por otro monomio 





En estos casos tenemos que recordar que la división es distributiva para la adición y sustracción 
solamente por la derecha. 


Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 


a) (3a?+2ab?):2ab; bj (4a?b? —6a*b*):2a?b"?; «) (1-8): xy: d) (4a?y? —6xy* +y?):2Y* 


En cada caso, dividimos cada uno de los términos del paréntesis entre el divisor aplicando las 
reglas correspondientes. 


3at+2ab? Ja? 2ab? Za | | da, 
a) (3a*+2ab*):2ab ab “dabb 2ab  2b'" P-9" 25 


243 _g.314 213 3,4 
b) (4a2b?—6a3p4):242p72 = Hbi6adb? _4a“b” _ ab 





2a2p72 2a%w9"2 202p"2 
= 2427 2p?"(-2) —3a3-2p4-1-21 = 290h5-3a! pS | Resp. b) 2b* -3abf 
o Lx -8 . 8 1. 341x272 23 
1 q AA AA, RR E de SN. A 
ar 
3 q 
3 1 3 12 12 
a id E NO0p. 0) >= 
3 y x? y 8y x?2y | 8 x?y 
da Es A 5 E: np 5 
9) (40 60 '+y 1:20 = PUCH A Y 
2x y? 2xy  2xy? 2xy? 
2 . 2 2 
2 y E Resp. d) Ze 





Potenciación de monomios 
Para potenciar un monomio procedemos así : 


Se potencia el signo, se potencia el coeficiente y se potencian las letras con sus exponentes. 


Efectuar cada una de las operaciones que se indican a continuación. 


314.2 
a) (-3a?b*)9; bp (202% 0) (-2BROy 
y* 


a) (-3a*b*)% = (-11133%a?)9(b?)9 = —279%p9 [Resp. a) —27a*p? 
bp (200% =(2)Ha?)%(b% = 169% [Resp. b) 162% 


3p4 M31adiB1H415814215 15:20.10 
e) (-2bis = (2) oM802)s _ 324 15p?0% 


y? (y2)5 y!o 


15.420,10 


y 
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' Raíces cuadradas de monomios 


Para calcular la raíz cuadrada de un monomio se calcula la raíz cuadrada del coeficiente y de cada 
una de las letras. 

Debemos recordar, que la raíz cuadrada de un número es otro número que multiplicado por sí 
mismo nos de el primer número. 


Ejemplos > (4=2; (9 =3; (25 =5; etc. 


Para calcular la raíz cuadrada de una letra dividimos su exponente entre 2. 


Ejemplos > las =a?.: latp10 = a“b”: (9asp* = 3a*b* 





Máximo común divisor de monomios 
Para hallar el M.C.D de varios monomios se descomponen los coeficientes en el producto de sus 


factores primos y después se multiplican los factores y las letras comunes elevadas a su menor 
exponente, tomados una sola vez cada uno de ellos. 


Hallar al máximo común divisor de cada uno de los siguientes grupos de monomíios. 


a) 8x2a?; 12ax"; 20a*bx*; b) 5a4x?b; 20a*bx*; 100axy 





al 8x*%a?; 120; 20a*bx? 
2.2 AA Los factores comunes son: 2; a; Xx 
exa” =2%a%x y sus menores exponentes son: 
12ax =3-2%ax? | de 2+2; dea>1ydex>2 


20aPbxP =5-2%2Pp8 
Resp. a) M.C.D = 2%ax? 


b) 5aix?b; 203%bx*; 100axy 


5a*x*b =5a*x*b Los factores comunes son: 5; a; x 
20athx* = 22.59?hx* y en todos ellos el menor exponente es 1. 


100axy = 2*-5%axy 
| Resp. b) M.C.D = 5ax 





Mínimo común múltiplo de monomios 
Para hallar el m.c.m de varios monomios se descomponen los coeficientes en el producto de sus 


factores primos y después se multiplican los factores comunes y no comunes, así como todas las letras, 
elevadas a su mayor exponente, tomados una sola vez cada uno. 
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Hallar el mínimo común múltiplo de cada uno de los siguientes grupos de monomios. 


a) 16a?xb; 4abx?; 20a*bx?y; b)5a%x; 10ax*; '25abx* 





a) 16a?*xb: 4abx?; 20a*bx* y 
16a*xb = 2*a?%bx 
labx* = 22abx* | Resp. a) m.c.m =5:-2%abx y 


209 *bx?y = 5-2%a?*bx? y 
b) 5a%x; 109%; 25abx* 
5atx = 5a*x 


10ax? = 2-5ax?* Resp. b) m.com = 2-5%a*x%b 
25abx? = 5*%abx* 


EJERCICIO No (13) 


A) Efectuar cada uno de los productos que se dan a continuación. 


(1) (27021148709); (2) ( - atxy)—6ax?y); (3) (2, 


(4) (4x?ya?b)(3a)(-2xy2); (5) (DES 
Ns | 





E) Efectuar cada uno de los siguientes productos. 


(6) 4a2b%5at+8a7b?): (7) - 2 abx?(5a?x- - a3b): 


(0) (setos Hor anto): 10 50) 





C) Simplificar cada una de las siguientes expresiones. 
(10) 2ab(3a?b+ab?(3a-4b) -2]-3a?b?+4ab; (11) 5a?b(4a—2b) —[-4a(a*b+1) -2]+10a*b*; 
(12) 3ab-(4ab? -12a2?b+a-(3a+1)]-2a+2a*b) +ab; 


(13) 3-(2a"2a?b—b) +3bla"*24+3a"+2(a+b)]) +2ab+b? 





D] El el tuar cada uno de los siguientes productos dando el resultado lo más simplificado 


114) (2a4+3b?)(3a?b? +4a); (15) (—4a?*b+3ab?)( -5a?b-2ab?); 


= B3 —= 


2 : o e 
Er XENA rin f28X, Hi IBN 2 ES 
16) ($ tE): Ml oy +) (a 1-2): (18) (97 +2 15% +x=3) > 
(19) (3a3b+4a?b? +ab?)(2a?—3ab+4b*%); (20) 3ax(4bx+5a*x)(5ab—x) ; 


(21) (3x+1)(4x-2)(3x- 1) 





E) Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 





(22) (482052000); (23) (La)(-Zax*): (24) (Es 2) (E): 


(25) (4anb3y):(—2ab"y*); (26) (4a?b*+5a7b?):(2ab?); (27) (332x*b-2ab*x?):(-a*b); 


(28) (S y 3+a?b?); (-302bx2y); (29) (3320? -a3b?+h%):(-2ab?) 





F) Efectuar cada una de las siguientes potencias. 


(30) (até)? (31) (-3x2y?: (32) (23 2, (33) (- 5 a"b*)*. : (24) (2a3b?x)” 
x? 





(5) Hallar el máximo común divisor de cada uno de los siguientes grupos de monomios. 
(35) 10a bx?; 40abx?; 200ax*y%; (36) 16a?b; 32ab?x: 12a*bx: 


(37) 15a?b ce; 24ab*x; 36b*x?; (38) 28a?b90%; 35adb*c?; 42a*p9c* 


H) Hallar el mínimo común múltiplo de cada uno de los siguientes grupos de monomios. 





(39) 4ab?x: 8albx?: 10a7b?x?: (40) atbx?: S5abix; 4da*bxy: 


141) 6mn?: 9Im?n?; 12m8n: (42) 9a*bx; 12ab?x?; 18a*b*x 





1) Hallar el M.C.D y el m.c.m de cada uno de los siguientes grupos de monomios. 
(43) 12a*b*?c*; -20a*b*; 16a*bc?*; (44) -16x%; 4x?%; 12x; -4 
(45) 4m?np; 20m*p?; —10mn?p; (46) —-3a*b*; 9a*b*; 15b*c; 
(47) 6a?bc*; —158?%b?; 9a%c?; (48) -16%; 4%: 8x; -12; 
(49) 3m*n?p; 12m*%p?; —18m?n?p*; (50) —-5a*b; 9a*c?: 15b*%0*; 


(51) 14x yz? 35% y?22*;, 42x2y22*; (52) 21a?%b"x*, 63ax*y"; 84a*b*xy? 





RESPUESTAS 


(1) 8aSb": (2) -4aty?: (3) nat, (4) -24 yYa?*b; 
a | 
(5) E (6) 209%b?+1685b5; 17) -4adhwé + Fax 
a”b | 
ant Za x , Gamx, 
5y* y? ByS ' 
(10) 3a?*b?+6a3b? -8a?b*; (11) 24aPb+4a+2; (12) 4ab—-4ab?-1; 


(8) - Laya y: (9) 


(13) 3-7a"*?b-7a"b-4ab-5b?: (14) 6a?b? +8a? +9a?b? +12ab?; 
3.3 e 2 
115) 202%b?-7a3b? -6a?b%; (16) er ES y 2, 
1.3 e 
(17) 22% 6040 “bx z ma (18) 15 4D +x24+2x-6; 


(19) 6ab-a*b?+13a%b*+2a*b? +4ab?; 


(20) 60a?*b??-12abx* +7582*bx?-159; (21) 36 -18x? -4x+2; 





¡fal ¿4 == ] 
(22) —2ab9; (23) qn (24) En (5) 22%, 
X 


pnr3y3” 
> 3 2 
(26) 2ab?+ 22, (27) DE, 2, (28) - 24 -bt, 
8 Z 9atb  5x?y 
_3a a bh _ar6H9,12. 2. 2 16a*2p* 
(29) > +>5 a (30) -8a9b9x*?2; (31) dé*y*; (32) a 





(33) 27%, (34) Da?mane (35) 108x?; (36) 4ab; (37) 362; 
(38) 7a?b*c*; (39) 40a*b?%*; (40) 20a?b*x*y; (41) 36m*n?; 
(42) 36a*b9x?; (43) M.C.D =4a*b; m.c.m = 804*b*c*; 

(44) M.C.D =4; m.c.m = 16x?: 

(45) M.C.D = 2mp:; m.c.m = 20m*n*p?: 

(46) M.C.D = 3b?; m.c.m = 45a*b*c?: 

(47) M.C.D =3a*; m.c.m =90a*b*c*; (48) M.C.D =4; 

m.c.m. = 48x; (49) M.C.D =3m*%p: m.c.m = 36m*n?*p*: 

(50) M.C.D =1; m.c.m = 45a?b?0?; (51) M.C.D = 7x?y?2?; 


m.c.m = 210x*y92%; (52) M.C.D =7ax; m.c.m = 252ab*xy* 








Un polinomio es toda expresión algebraica que consta de más de un término; por ejemplo: 
B+a:; 2b+x+ y; 2x%+3x- 1; 4-2x% +x- x? 


Las funciones f(x) =3x+2; g(x) = 2x7+3x-2; etc, se llaman funciones polinómicas o polinomios 
y su forma general es: 


p(x) =2a,+ a1x +asxttazo +... aq? + apx” 


Los números Aa,; a1; 8; 23;...An-1; An, Se llaman coeficientes del polinomio y tienen que ser 


números racionales. 


La x se denomina variable o indeterminada. 

Cada uno de los monomios que forman el polinomio se llama término. 
Los exponentes de la variable tienen que ser números enteros. 

El número ay, se denomina término independiente. 


Clases de polinomios 


Atendiendo a la forma de los polinomios, éstos tienen diferentes nombres. 

Se denomina polinomio nulo al que tiene todos sus coeficientes nulos. 

Se denomina polinomio constante al que tiene todos sus coeficientes nulos menos el término inde - 
pendiente. 


Se denominan, monomio, binomio y trinomio a los polinomios formados, por uno, dos y tres 
términos respectivamente. 


Los polinomios de más de tres términos no tienen nombres especiales. 
Se denomina grado de un polinomio al mayor exponente de la variable: por ejemplo: 


a) 342x+5x*% + es de 2! grado porque el mayor exponente de x es 2 
b)3x*+x*-6 + es de 4% grado porque el mayor exponente de x es 4. 


Un polinomio está ordenado cuando los exponentes de la variable están ordenados. 


Cuando los exponentes están ordenados de mayor a menor, decimos que el polinomio está ordenado 
en forma decreciente, por ejemplo : 


arme BA 3 1 : b)3x*+x-3: e) 5x2 +x 


Cuando los exponentes están ordenados de menor a mayor, decimos que el polinomio está ordenado 
en forma creciente, por ejemplo : 


a) 3-2x+6x%; bj 4x+5x*-6%: 0) 1-4xb+x 
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Un polinomio es completo cuando los exponentes de la variable se suceden de unidad en unidad, 
desde el término de mayor grado hasta el término independiente; por ejemplo: 


al DA +2x2+6x+4; b)x*+3x+1; 0) 5 —x+3 
Un polinomio es incompleto cuando falta algún término del polinomio; por ejemplo: 


a) 43+6x+4 +» falta el término en x? 


b) 5x?2+5x > falta el término independiente 
d4áAbrx > faltan los términos en x*; x%; xx; x? y el término independiente. 


Dos polinomios son iguales cuando siendo del mismo grado los coefientes de los términos 


semejantes son iguales. 
Cuando no se cumplen estas características los polinomios son diferentes. 


Polinomios de dos variables son aquellos que en su formación intervienen más de una variable, por 
ejemplo: 
a) flx,y) = 2xy* +3x+2x2y+8; b)glx,z) = 4x+522+z-3x2*%2-6; c) hly,z) = 5yz+4y*2+5z-y+8 


Adición de polinomios 





Dados dos polinomios p([x) y q(x), se denomina suma de dichos polinomios, y se anota p(x) + q(x) a 
otro polinomio que se obtiene sumando los coeficientes de los términos de igual grado de ambos 
polinomios. 

El polinomio suma se obtiene eliminando paréntesis y agrupando términos semejantes, por ejemplo: 

Dados los polinomios p(x) = 2x*-5x+6 y qíx) = -5x*+6x-10 hallar plx)+q(x). 


Procedemos así: p(x)+ab) = (2x? -5x+6) +(-5x? +6x-10) = 2x2? -Bx+6-5x*+6x-10 = -3x* +x-4 
| Resp. pix) +qlx) = -3x*+x-4 


Regla práctica para sumar polinomios 





1%) Se ordenan en forma creciente o decreciente con relación a la variable, y cuando el polinomio es 
incompleto se completa con ceros. 


2%) Se escriben uno debajo del otro, de manera que los términos semejantes queden en columnas y 
finalmente se reducen los términos semejantes. 


Dados los polinomios, px) = 2? +3x+6; alx) = 5 +4x-2 y r(x) = 5x+7, hallar: 


al) podr+tald; blaldtrixd; clpod+abd+r(x) 


| a) pt +abx px) 3 2x4 +3x +6 
- alx) » 5x% +0x% +4x-2 


pIx)+Qq(x) + 53+2%+7x+4 | Resp. al 53 +2x2+7x+4 


| b) q0) +r(x) ax) + 5x*%+0x%+4x-2 


rix) >» 9x+7 


q) +r(x) + 5x%+0x?+9x+5 | Resp.b) 5x%+9x+5 
pi » 2x%+3x +6 
| c) p0d+aq0d+r0d qh0) +» 5 +0x%+4x —2 
six) >» 5x +7 
pIx1+q00+rd + 534+2x24+12x+11 | Resp. Cc) 5x*+2x*+12x+11 


OUbservaciones.- Cuando sumamos varios polinomios de grados diferentes, el grado del polinomio 
suma es del mismo grado que el polinomio de mayor grado. 


Cuando sumamos polinomios de igual grado, hay veces que el grado del polinomio suma es menor 
que el de los sumandos, porque hay términos semejantes que se anulan. 


Propiedades de la adición de polinomios 





En la adición de polinomios el resultado siempre es un polinomio. Tiene las propiedades 
conmutativa y asociativa. El elemento neutro para la adición es el polinomio nulo. El polinomio simétrico 
de píx) es —p(. 





Sustracción de polinomios 


Para.restar de un polinomio p(x) otro polinomio qlx) sumamos a p(x) el simétrico de qí(x), es decir 
=g(x), por ejemplo : 


Dados los polinomios p(x) =3x?-—5x+6 y aql(x) = 5x?+6x+4 determinar p(x) —q(x) 


Procedemos así: Al polinomio minuendo le sumamos el polinomio sustraendo cambiado de signo y 
después agrupamos términos semejantes. 
p(x)=0q(x) =(3x?—5x+6) —(5x?+6x+4) = 3x7 -5x+6-5x? -6x-4 = -2x2-11x+2 
| Resp. p(x)-q(x) = -2x%-11x+2 





Regla práctica para restar polinomios 


Se escribe el minuendo y debajo de él el sustraendo con los signos cambiados ordenados en forma 
creciente o decreciente, procurando que los términos semejantes queden en columnas para agrupar los 
términos semejantes. 


Dados los polinomios px) = 4 -6x*+2x-1, qx) =4x%+3 y rd = — +2x-6, hallar: 


a) aíx)—p(x; b)jr(x-q(x); c) px) —r(x) 





| a) q0)-—p q(íx) > 4x? +0x+3 
7 =plx) >» -4x%+6x?-2x+1 
alx)=plxl > —4x*4+10x?*-2x+4 


| Resp. a) a0)—pld = -44 +10x% -2x+4 


| D) rx) —a(x) rx) » —A+0x*+2x-6 
! =d() >» -4x? +0x-3 


rixi=ab0o) >» —-4x+2x-9 


| Resp. b) rbod-qlx) = - -4x?+2x-9 


po) >» 44-6x*+2x-1 
=r(x) + x2+0x*-2x+6 


pO)=r(x) + 5-6 +0x+5 


| Resp. 0) plx)=r(x) = 5x%-6x?+5 


Cc) pix) —r(x) 


Suma algebraica de polinomios 





Para efectuar una suma algebraica de polinomios, los escribimos uno debajo del otro ordenados en 
forma decreciente, completándolos con ceros cuando sean incompletos, y procurando que los términos 
semejantes queden en columnas, teniendo en cuenta que los polinomios que restan se escriben con 


todos los signos cambiados. 


Dados los polinomios p(x) = —5x+6+4x?; q(x) = 4x7 +4+7x%: 5r(x) =-—5+5x?+x y síx) = 7+6x, hallar: 


a) plx)—q(x) +r(x); Bb) q0)-pO0d+sbd; €) six) -—q(x) +p(x) —r(x) 


| a) pl) —atbd +rbo) pd > 4 —5x+6 
-4x —-7x +0x-4 


=ql(x) 
rx) > + x=b 


eS 


p—abd+rbod >» -—4x+2x?-4x-3 
| Resp. a) -4x? +2x?-4x-3 


| b) q0) —p(d +sbo a) >» 4x%+7x+0x+4 
=plx) > -4x* +5x-6 
six) > 6x+7 


ax) =p0d+sb) >» 4d+32+11x+5 


| Resp. b) 4 +3x*+11x+5 


| 2) sx) —q00 +p0) =r 00 six) > 6x+7 
“gd » -4%-7x*+0x-4 

pd > dx? —-5x+6 

rx) >» -5x?- x4+5 


sx) al) +pobd—r1x >» —4x%-8x2+0x+14 


| Resp. c) -4-8x? +14 


EJERCICIO No (14) 


Aj Dados los polinomios p(x) = 4-5 +x2-6; q) =4tx 3: ri) = -Dé+x 
y sí = 3% +x, hallar: 


(1D pod+abd; (2) pO0+rO0d: (3) pod+sid); (4) q0) +10 : 


(5) qb0+s0):; (6) po) +q0)+rod; (7) q0) +r(x) +s(x) 





EF | 3 € 
B) Dados los polinomios p(x) Cata = -4; qlx) =3-+ +x%5 ro =x+2-5 
y sx) =>%-2, hallar: 
(8) pod+aod; (9 pod+rOd; (10) pod+so); (11) qbo) +rOd; 


(12) qx) +s00; (13) pod +q0)+rO0; (14) q) +10) +s0 ; 





C) Dados los polinomios px) = 3*+29-3x*+x-6; q0) = 3 +22-5 y rod = 4 +3x hallar 
(15) poda); (16) r600—-gb0; (17) pbd-r00; (18) q0) rx; (19) q0) —p) 





2 
D) Dados los polinomios, plx) = DANZA qx) =x*- 5 ES 


2 2 i 
r(x) s(x) = 4x-3 e y to = L- BEE, hallar : 


(20) px) -t09+q09; (21) t09 +sb0)-r09; (22) sx) —t(0)+q0); (23) q(x) +t(x) —plx) 
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= RESPUESTAS 
(1) 4-0 ++ 2: 12) a 52 xx m6; 
(3) atar: 14) 2x2 4 2x 440 (5) 2 +2x +4; 


(6) 4-6 -2x?+2x-2; (7) 4x*-2x%-2x+2x-6; 


3 
(8) AMAR E: (9) E e tz: (101 25 ¿ax + 


q" "3 
(11) E Lx +5; (12) AS 13) 5 E me E 
3 i 3. 3 
14 E ¿ze +x+35 (15) x= 4x2 4x1 (16) 2-2 +3x45; 


(17) 3x*-2 -3x?-2x-6: (118) - +2x%-3x-5: 


(19) -2% +45 +15 (20) x*- + se +2x- +: 
dá 
(21) E- DE sx 3: (22) x*+ e +1peo +4x-4; 


' 4 TX 
(023) *+ 5 6 2x 





Multiplicación de polinomios 





Definimos el producto de dos polinomios, al. polinomio formado por la suma algebraica de los 
productos parciales de cada término de uno de ellos por todos los términos del otro. 


Dados los polinomios ptx) = 2x?+3x-2, qlx) =3+4%-3x, r(x) =2-x y sí =2x*-1, hallar: 


al pod:al; blsid:pixd; 2) r(x-q0) 


Tenemos que multiplicar cada término del primer polinomio por cada uno de los términos del 
segundo y después se agrupan términos semejantes; así: 


| a) pbd-abd =(22+3x-2)(3+4%-23x) = 6 +8x? -6x +9x+12x% -9x* -6-8x?+6x = 
= 8x +6 -11x?+15x-6 | Resp. a) 8x*+6x*-11x%+15x-6 


= 61 - 


Esta multiplicación en forma práctica se realiza colocando los polinomios ordenados en forma 
decreciente, uno debajo del otro, procurando que el polinomio de menor grado quede debajo, para que 
los cálculos sean menos laboriosos. 

A continuación se multiplica cada término del polinomio que multiplica por cada uno de los 
términos del otro polinomio, empezando por la izquierda, y los resultados parciales se colocan de tal 
manera que los términos semejantes queden en columnas, y finalmente se agrupan términos seme-— 
jantes; así: 


alx) >» 4x?-3x+3 
pix) >» 2x%+3x-2 





producto parcial por (2x?) —= 8x*-6x” +6 
producto parcial por (3) ——=- 12 -9x*+9x 





producto parcial por (-2) -8x*+6x-6 
producto final q(x) pix) —8x%+6x-11x?+15x-6 | Resp. a) 8x +6 -11x%+15x-6 
| bl stbd-pbd po) >» 2x0 +3x -2 
s(x) + 2X = 1 
qx? +6 4x0 
-2x? -3x+2 
4x% +6x% -6x% -3x +2 | Resp. b) 4x* +6x? -6x%* —3x+2 
| cl ri: q0d q) +» 4Aé-3x+3 
r(x) > +2 
40 +33 
+8x? -6x+6 





4 43 -D +8x? -6x +6 | Resp. c) -4x+3x%-3x +8x? -6x+6 


Producto de polinomios en forma sintética 





Este método es más rapido que los anteriores y lo único que hay que tener en cuenta es que el 
grado del polinomio producto es igual a la suma de los grados de los factores, por ejemplo: el producto 
de los siguientes polinomios en forma sintética se realiza así: 


(2 MDL 2) + 20 grado + 2% grado = 4% grado 





por 2x? » El | | 
por =x >» - 3 
por +3 >» ==. | 


Ex +3% +2x?% +11x -6 


Resp. 6x%+23*+2x?+ 11x-6 
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(2% +29 (4 +02 +1) + 2% grado + 3% grado = 5* grado 





| Resp. - 12% +7x*+20x -21x*+10x-4 





Propiedades de la multiplicación de polinomios 


a) En la multiplicación de polinomios siempre resulta otro polinomio 

bj Tiene las propiedades conmutativa y asociativa. 

e) Es distributiva respecto a la adición y sustracción de polinomios. 

dj El grado del polinomio producto es igual a la suma de los grados de los factores. 


Observaciones. Si tenemos que multiplicar varios polinomios, se multiplica el primero por el segundo, 
el resultado obtenido por el tercero, el resultado obtenido por el cuarto, y así se continua hasta 
multiplicar por el último. 


Como en la multiplicación de polinomios se cumple la propiedad asociativa, no influye el orden en 
que se efectúen las multiplicaciones. 


Cuando hay operaciones combinadas de sumas o restas con productos, se recomienda efectuar 
primero las sumas y restas después el producto. 


EJEMPLOS PA 


Aj Dados los polinomios, pix) =2x*-3; q(x =2x-1 y r(x) = +x+2, hallar pod) -q(0)-100. 





pod >» 2x%+0x-3 





ax) > 2x-1 
A +0x? —6x 
2 +0x+3 
p)-q0) >» 4%-2x-6x+3 
rd > 24 x+2 





4x0 -2x* 6: +3x* 
4x2 —6x* +3x 
8x* —4x* -12x+6 





ipbd-abdlr0y > 4 +2 +0x -7x*- 9x+6 
Resp. pix) qu) rod =40+2x -7x -—9x+6 


B) Dados los polinomios, pl) = 2x?*+6x+2; q(lx) = 3%-5x+3 y rod = x2-x, hallar 
rod Ip0d +q(0) ] 





Efectuamos la suma p(x) +q(x) y el resultado lo multiplicamos por rtx); así: 


pix) >» 2 +6x+2 pix)+alx) >» Bxé+x>+5 
alx) >» 3x%-5x+3 rd 3 Ae —x 
pid+abd >» 5 + x+5 | 5x4 x4+5x? 


=5%= x% =<Bx 


rodipod+abdi — 5x% 4 +4x? —-5x 
| Resp. 5% -4x% +4x% —-5x 


Potenciación de polinomios 





Igual que para otras potencias, definimos la potencia de un polinomio como el producto del 
polinomio que forma la base multiplicado por sí mismo tantas veces como indica el exponente. 


Dados los polinomios px) = 22-5x+6 y ql) =2x?—1, hallar: 2) Ip(x11%; Dl q) 





En cada caso multiplicamos el polinomio base tantas veces por sí mismo como unidades tenga el 


exponente. 
k Ip) pix) >» 2x2-5x+6 
] pix) > 2x%-5x+6 | 
ax? -10x +12x 
-10x? +25x* - -30x 
12x* -30x+36 
px) pix) ——> ax 20% +49x? -60x+36 
| Resp. a) [pix)]J% = 4x* -20x? +49x* —60x+36 


Esta operación en forma sintética se realiza así: 
(2x2 -5x+6)(2x? -5x+6) 3 2% grado+2% grado = 4* grado 





4x* -20% +49 -60x +36 
| Resp. [p(xJ]% = 4x* -20x? +49x* —60x+36 


| b) fax) 14 aby >»  2x2+0x-1 
ax). >  2x*+0x-1 
4x% +0x -2x? 
-2x* +0x+ 1 


pod +  4x*+0x% -4x? +0x+1 
00 +2 2 AH 


8xP +0x? -8x* +0 + 2x? 
=4x +0 +4? +0x-1 


ipbdP + 8x%+0x*-12x%+0x% +6x? +0x-1 
| Resp. b) latx)]? =8x*-12x%+6x?- 1 


EJERCICIO No (15) 
A) Dados los polinomios p[x) = 23x*-2x?+5x-8; qlx) = 3-6x+3x?; 
(x) ==> -x; y s(x) =3-2x, hallar: 
(Y pb0-.qb0; (2) r10d-q0); (3) so p0d; (4r0-so) 


| 2 
B) Dados los polinomios: píx) = 1-2x+3x?; qlx) = +1 y rx = cr 


calcular los siguientes productos. 


4) 


(5) pbo0-rbd: (6) qod-r0d: (7) pod:-abd rod 


C) Dados los polinomios p(x) = 4x?+3-2x: q(x) =3-x; r(x) = 3-2x?, hallar: 
(8) riodlIpod+aqb091; (9) poYlabd—r001; (70) pod -10d-labd +r()] 


il 2x* Mo e. 1 E IP 2 
D) Dados los polinomios p(x) = FX E AUR RG) =3x +t3 —2x* hallar: 


(11) (pod +90)-1q0) =103]; (12) [pb +90) +11 (pd -9(); 


(13) px +0) -:r0) 


E) Dados los polinomios pix) = 3x*+5x-8; aqlx) = 2x2-5 yr(x) =x+1, hallar: 
(14) p001% (15) faby1%;  (16)(r09)* 


X 
3 


(17) tpo912; (18) tao; (19) (r09)]* 


2 
a e - Fi 5 = 3x? + >, hallar: 


| 
2 
2, 


2 
F) Dados los polinomios; plx) = + 


=E5.— 


- RESPUESTAS V A 


(1) 9? -24x* +36x% -54x2+51x-18; (2) 9-21 +15x% —-23x; 


(3) —6x* +4 -10x4+21x -6x?+15x-18: (4) —6x+2x"+9x? -3x; 


casara Bn IRA pa 
5 2. 3 2 
(y DERE E (8) O A: 








2 2 6 6 3 3” 
(9) 8x*-8x 7 +8x? -3x; (10) 16x% -64x% +30x? + 24x? -45x+54:; 





0 == 12 6 536 
7 1088. UE e LL 
Ci a y 12 


5 3 . 2 
(13) AA +: (14) 9x* +30x?* -11x?*-—60x+36; 
(15) 8x* -60x* +150x2*-125; (16) x9+4x +6x?+4x+1:; 





OEI ¿IE 1 TR O IRE 
dile E E E ES dE E 
8 6.27% 3%, 1 





Se denominan productos notables a determinados productos con expresiones algebraicas que 
cumplen reglas fijas, por lo cual su resultado puede escribirse directamente sin necesidad de efectuar 
la multiplicación. Aquí vamos a estudiar los siguientes Casos 


a) Cuadrado de una suma de dos términos 

b) Cuadrado de una diferencia de dos términos 
Cc) Suma por diferencia 

d) Productos de la forma (x+a)(x+b) 

e) Cubo de una suma de dos términos 

f) Cubo de una diferencia de dos términos. 


Cuadrado de la suma de dos términos (a+b)? 





(a+b)? = a?+2ab+b? 


El cuadrado de la suma de dos términos es igual, al cuadrado 
del primero más el doble del primero por el segundo más el 
cuadrado del segundo. 





(104202 =(102+2(19/(20) +(20)? 


A) Desarrollar cada una de las siguientes sumas elevadas al cuadrado, aplicando las reglas de los 
productos notables. 


2, a EN 
a) (2a+301%; DI (482+300%2; 0) (Ey Ly? 0) (E, 201) 





Como en todos los casos son sumas elevadas al cuadrado tenemos que aplicar la regla de este 
producto notable. 


(1042032 = (1024+2(10)(20)+(2092 
a) (2a+3b)%? > (2a+3b)? =(2a)? +2(2a)(3b) +(3b)? = 44? +12ab+9b? 
ha ] A * ] 


11042032 - (10124 2101020) + (20)2 


| Resp. a) (2a+3b)% = 4a%+12ab+9b* 


b) (4a?+3ab?)? = (4a ? En 2 = (4a?)?+24a?)(3ab?) +(3ab?)? = 16a* +24a9b? +92?p* 
1 1 ] 


(104 202 , (1092 2(10)- 120+ (20,2 


| Resp. b) (4a?3ab?)? = 162% +24a*b? +9a?p0 


A AD DA A 
| Resp. C) (+ y = 

3 2 yy? 1312 ,.133/2x 2 9 dy? 

A is E 


| Resp. d) (A 212, 


Cuadrado de una diferencia > (a-b)? 





(a—-b)? =a?—2ab+b? 







El cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al 
cuadrado del primero menos el doble del primero por el 
segundo más el cuadrado del segundo. 


B) Desarrollar cada una de las siguientes diferencias elevadas al cuadrado, aplicando las reglas de 
los productos notables. 


| 412 2xy _3a*%by2 
a) (a? -b*)*%;  b) 2-7) : El E) 





Como en todos los casos son diferencias al cuadrado tenemos que aplicar la regla de este producto 
notable 


(10—20)2 =(10)2-2(19)(20) +(20)2 
a) (a*-b?9)? 3 (ad-b?)? = (a)? -2a?%)(b3) +(b9)? = aé -2a83p? +p8 


] 


(109-2012 = (192 -2(10)20) 4 (202 


| Resp. a) (a? —p?3? = a? -293p3 +38 


4 


'N 4 2 a 4 1,2 a 4 2 4% | 
Ape + Pé = (212222) =atyor 10 
| Resp. Db) (2y-) - e 


— 68 — 


o (21.38 b» z (200)? - (20 (Sed) , (Sa%by EY? 494 2810? 


o * a2b alp?* XY xy 24? e 
| Za? 2 y? 41,2 

| Resp. c) (24-Bbys = DE 494 98 b 

atb “Y: ap? E 


U) Desarrollar cada uno de los siguientes cuadrados de binomios, aplicando las reglas de los 
productos notables. 
x?y 2 


a) (-4e?+3ax)2; b) (-1+ 2): e) (-1-28%1%; 0) (-L-E) 








Cuando sea necesario modificamos la forma de escribir los binomios hasta llevarlos a la forma 
(a-b)? oa la forma (a+b)?. 


a) (—4a%+3ax)? =(3ax-4a?)? =(3ax)?-2(3ax)(4a?) +(4a2)? = 9a?x? -24a3x+16a* 
Resp. a) (-4a*+3ax)? = 9a?x2-24a3x+ 1641 


2) (Y = [1] er =2- rá 


y? 
| Resp. b) dra ] =- — + 


c) (—1-2a*)? + Sacamos el signo — como factor común 


(-1-2a3)? =[-(1+2a2)1? = (-)%114+2a2)? = +1112+2(1)(2a?) +(2a2)?] = 14+4a?+4a* 


| Resp. €) (-1-2a?)? = 1+4a?+4a* 


d) [> eS > $ + Sacamos el signo - como factor común 
2 ¡y xéy 2, 0 2 y? 2 | 
EAU AA AO 
| Resp (La 


Suma por diferencia » (a+b)(a-b) 





(a+b)(a—b) =a?-—b? 


La suma de dos términos por su diferencia es igual a la 
diferencia de sus cuadrados. 


Observación. En este caso llamamos primer término al que es positivo en los dos paréntesis y 
segundo al que tiene los signos + y —. 


EEx 69 — 


esemeros [| Am—>Á 


Dj Desarrollar cada uno de los siguientes productos de una suma por su diferencia, aplicando las 
reglas de los productos notables. 


a) (3a+b)(3a—b); b) (4x%y+3)(3-4x?y); 0) (3x?-2y)(2y+3x*) ; 
d) (-4x?+y1M4x?7+ y); e) (3x+y)(3x*—y); f) (-1+2x*)(1-2x*) 





Tenemos que investigar en cada caso cuando el producto de los binomios es una suma por su 
diferencia, para aplicar la regla de este producto notable, teniendo en cuenta que consideramos como 
primer término al que es positivo en los dos paréntesis. 


(104+20)(109-2%) = (19-20)? 


a) (3a+b)J(3a—b) dll nl = (3a)2-(b)? = 9a? -b? 
e 


| Resp. a) (3a+b)(3a—b) = 9a?—b? 


b) (4?y+3)(3-4x y) > el ás rl = (3)? -(4x?*y)? = 9-16x* y? 


30 20 


y09 20 


| Resp. b) (4xy+31(3-4x?y) =9-16xty? 


E 


Cc) (3-29(2y+3%) > de raid =(3x7)%-(2y)? =9x*-4y?  'p, 


y9 20 


| Resp. c) (3x?-2y)(2y+3x?) = 9x* -4y? 


dl (-4éd+tyniottry >» db cis = (y? -(4x?)? = y?-16x* 


| Resp. d) (-4x +y)14x?+y) = y?-16x? 


0) (3x+y 134 y) > Como 3x + 3x?, no es el caso de una suma por su diferencia, 
es decir, no es producto notable, por lo tanto, desarrollamos 
el producto de los binomios; así: 


(3x+ y) (3x? -y) = 9 —-3xy+3x* y — y? 


| Resp. e) (3x+y)(3x?-y) = 9x? —-3xy+3x* y - y* 


290 30 


) (142 2)(1-22) > Como ninguno de los paréntesis es una suma, este caso no 
es una suma por su diferencia, por lo tanto, desarrollamos el 
producto de los binomios. 


(-1+2x2)(1-2x?) = -1+22+22-4% = -1+4x?-4x 


Productos de la forma (x+a) (x+b) 





Es el producto de dos binomios que tienen un término igual, en donde a y b generalmente son 
números. 


(x+a) (x+b) =>%+(a +b)x+ab 
El desarrollo de este producto notable tiene las siguientes características: 


a) El primer término del desarrollo es igual al cuadrado del término común. 
b) El segundo término es igual a la suma algebraica de los números por el término común. 
Cc) El tercer término es igual al producto de los números. 


E) Desarrollar cada uno de los siguientes productos de binormmios aplicando las reglas de los pro-— 
ductos notables. 


a) (x+5Mx+2); b) (m+4)(m-2); c) (a?-4)(a*-3); d) (3x?y+ 7 [3tr-$) 


a) (x+5)(x+2) + Término común » x; números (+5) y (+2) 


a) Cuadrado del término común +» (x)* = x? 
b) Suma algebraica de los números por el término común > (+5)+(+2) 3 +7x 
c) Producto de los números + (+5)(+2) = +10 


| Resp. a) (x+5)(x+2) =x*+7x+10 


b) (m+4)(m-2)] >» Término común => m; números (+4) y ( -2) 
(m+4)(m-2) =m%+(4-2)m+14)(-2) = m*+2m-8 


| Resp. b) (m+4)(m-2) =m%*+2m-8 


c) la?—4)(a?—-3) + Término común + a?%; números + (-4) y (-—3) 


(a?-4)Ha?-3) = (a+(-4-3)a? +(-4)(-3) =a*-7a2+12 
| Resp. C) lat-4)ia?-3) = a*-7a*+12 
d) (3x?y+ nl J(a2y- 5) + Término común (3x2 y) + números (+ +) y (s =) 


en) (EEE ap 


(3x?y+ + J(a?y- E ) = 9x y? - > xÉy- 





| Resp. d) 





Cubo de la suma de dos términos + (a+b)? 


la+b)? =a?+32*b+3ab*? +b* 







El cubo de la suma de dos términos es igual, al cubo del 
primero más tres veces el cuadrado del primero por el segundo, 
más tres veces el primero por el cuadrado del segundo, más el 
cubo del segundo. 


(104+20)2 = (1024+3(10)2(20) +3(10%)1(202+(20)9 


Fj Desarrollar cada uno de los siguientes binomios elevados al cubo, aplicando las reglas de los 
productos notables. 


1 a 
] PR | 213. EIA Y 
a) (3+2a*4)*; b) (2x+x*)*; Cc) (E* 7) 





a) (34242)? =(3+2a?)? = (33% +3(3)*%(2a? ) dad +(2a?2)9 = 27+54a*+36a* +8a* 
lt ] y | 


10.20 (1% 3110220) + 3(1%01202+ (20,3 


| Resp. a) (3+2a%)* =27+54a?+36a* +84" 


bj (2x4? = (2074322012) +32) (2324 (x?)9 = 8 +12x% +6xP +x0 
| Resp. b) (2x+x2)9 = 8 +12: +6 +x0 


2 143 2/8? lrra?y2 2.3 1 3 Jal ag 
AL DADO a 


za OS: IEA E AE 
| Resp. cl (+37) e O 





Cubo de la diferencia de dos términos » (a-b)* 


(a—b)? = ad —3a*b+3ab?-—b? 


El cubo de la diferencia de dos términos es igual al cubo del 
primero menos tres veces el cuadrado del primero por el 
segundo, más tres veces el primero por el cuadrado del 
segundo, menos el cubo del segundo. 






(19-209 = (19%-3(102(2% +3110(20)? —(20)9 


= 72 — 


eses [2 A/á 


G) Desarrollar cada uno de los siguientes binomios elevados al cubo aplicando las reglas de los 
productos notables. 

| 2 yx? 3 

a) (a2-2a1% bi) (2y-y9? a(£- 

( e ? ) 





a) ta?-2a)? =(a?)? -3(a?)2(2a) +3(a2)(2a)?-(2a)? = aé-6a5+12a*-8a? 


| Resp a) (a?-2a)? = aé-6a*+12a* -8a? 
b) 0éy-P? = 09-309 y 043090 => 3 y +3 ty! y? 
| Resp. b) (x?y-y9)? = x Py? -3x*y? +3x*y? —y? 


ES ADO A EAS 


EJERCICIO No (16) 
Aj Desarrollar cada una de las siguientes sumas elevadas al cuadrado aplicando las reglas de los 
productos notables. 
| 2 2 2 
y 2. aero 212 q (A2D:, abóy2 E 2atye, 
(1) (3a+2b)?; (2) (3x?+2xy?)! a (ELO a (E e Om (Ss 
2a , 2by2, enana (m5 La ¿26% a 
0 (427 0 Etrrtan (8) (3 (a : (9) a des (10) ( leo 


B) Desarrollar cada una de las siguientes diferencias elevadas al cuadrado aplicando las reglas de 
los productos notables. 


1 02-02 (123 (E-297, (137 (£-)”: a (2 203) 
a (+- E Y 10 (E-7, (17) (382 -añ212; (18) Ay 
(19) eri (20) E (21) (-382+28x)2; (22) (-2+ 2): 


(23) (-a”-b?*)?; (24) rel (25) (L-D 
Xx 


= 13 = 


C) Desarrollar cada uno de los siguientes productos de una suma por su diferencia 
aplicando las reglas de los productos notables. 


(26) (3x+yM3x=y); (27) (3a?b+2)(3a?b-2); (28) (3y?+2x?)(2x*-3y*) ; 

| y 1 Uy, 3a2b__2 y/302b__2y. 
(29) (-382+b)(b+382); (30) (222+ 7 )(28?- >): (31) ($2 pos AS 4) 
A O TAL 3 y p3a”* 3b* 
(32) (8+ +7) (33) NE q) 


Dj Desarrollar cada uno de los siguientes productos de binomios, aplicando las 
reglas de los productos notables. 


(34) (a+2)(a+5); (35) (x+31(x-4); (36) (2x2 +3)(2x?-6); (37) (3-0): 
(38) (suta+ + )(ata+ $): 139 (EÉ- LEG 0 (AAA 
(41) (aéy- ++ +3x y) 


E) Desarrollar cada uno de los siguien tes binomios elevados al cubo aplicando las 
reglas de los Productos notables. 


(42) (248313; (43) (aen8)3; 144) (La, (45) (L+ 298 146) (L,+ 22), 
x 


a Xx 


(47) (1-3a2)2; (48) (2a?-a?)?; (49) (- 
- 


RESPUESTAS 
11) 9a2+12ab+4ab?; (2) 9x*+12x y? +4x2y*; 








+ EA a? 3 214 
3) QA EA Aire A SÉ 





E 4 * 3x 
2 4 2 
(5) E (6) rate (7) 9xtaln+6x? + ant 34 2ngS 
| p? py? ge 
6 
(8) + 207 —+a* 19) 0 A (10) 36a8: 
gr” “a a*+pé a? a? 


, A 2 
10-241 (12) LE 20425, (13 e a 
( y? ] 





21.4% 2 á 
(14) 2-82. (15) L-AS, HL, 
ap? 4 4 5 alb a*p? 


2 ] 
(16) 20 -124%, (17) 9atx20—ga2+ Mt 3 gan: 
y? A 


Pr: TR: SIGE A E ES is 
Cir lr AT 


(21) 4a*%x?-12ax+9a%;, (22) "y - +4; (23) a?"+2a"b* +b*; 
x? n+ 1 ¿.4,2n ie 2-2 b? | yz 

(24) +2x"* U+alxó (25) 3 +2a* "b an (26) 9x* -y?; 
gl 


(27) 9a*b?-4; (28) 4x*-9y*; (29) b*-9a*; (30) 4a*- -: 


4 


gabe. 4. TB am a 
(30 == (32) 3 


a* 


(34) a?+7a+10; (35) x?-x-12; (36) 4 -6x?- 18; 





ao - A 9a* , 28? 
(IN E 24; (38) 9x*a* + +55 (39) : e 


A EA e 
E 12y" q (41) 9x*y*+ 2 6' 


(42) 8+12a+62%+a%; (43) 27 +27x%+9x5 +x0; 


1,3 ¿a a. a? 9ga3 27a,27 
Ps 2" 4 "8g* (4) 5 4 2 = 3 


7.3 , 3 
27 , 54,36, 80? 


(46) a (47) 1-92*+272*-27a8; 
si E HE OE, MU o 3 a, 
(48) 8a” -12a* +6a* —a”; (49) - E 





A) (1) (2a+b)%; (2) (1+a)?; (3) (E +2, (4) (3ab-2a)?; (5) (a?-1)?; 


(6) 5- =J (7) (-2a+3)%; (8) (2a3+3)(2a-3); (9) (2a%x+b)(2a%x—b) ; 


(10) GÉ-3Ibé+D;5 (11) +2 (ARS) (12) (1+a1%; (13 (1+)% (14) 0-2)?; 


2b 


(E+ ay : (16) (+25 17 ( 


B) (15) 


(19) (2a2-1)(2a2+3); (20) (42%) (2): (21) (3a+ +) 3a-2); 
(22) IS (2x+a2)9; (24) (+7 (25) (3a?- +): (26) (Ls, 
| | | 2a _3 
127) (+2)? (28) e (29) 5 (30) (2- a 52; 


(31) (=> -2)?, (32) (1-x1tx+1); (33) (4a?x+2)(2-4a%x); (34) (3x2 +6)(3x?+4) ; 


Mal 2 1 2 %a? p? dá 
(35) ELA (36) (+2), (37) 7 (38) (E «P 

D) (39) (2x"2+3a72)2: (40) (a"b?+b"a2)2: (41) (-322+b)?; (42) S E 
(43) (-1-x2)2; (44) (-24+4a?2)(3-4a?); (45) (-x2+y9(x?*+y); 
. | BE 3 1x2 
(46) FE 47 (E+4)(4-%): (48) +) 


(49) (-4-x2)2; (50) (£--£)3 (51) (1-9 (52) (-x+3)1(34x 





Al proceso matemático que permite transformar un polinomio en el producto indicado de dos o más 
factores se le llama factorización de polinomios. 


Un polinomio es primo cuando solamente es divisible por sí mismo y por la unidad y es compuesto 
cuando se puede representar por el producto indicado de dos o más factores. 


En este libro vamos a estudiar las siguientes factorizaciones. 


a) Por factor común 

b) Binomios en forma de diferencia de cuadrados 
Cc) Trinomio cuadrado perfecto. 

d) Trinomio de la forma x?+ax+b 

el Por agrupación de términos semejantes. 


Factorización por factor común 





Si en un polinomio todos sus términos tienen el mismo factor, a este factor se le llama factor 
común, que puede ser un número, una o varias letras. 


Para factorizar un polinomio por factor común procedemos así: 


— 76 > 


1% Comparamos el término más sencillo con los otros términos para determinar cuál es el factor 
común. 


2%) Dividimos cada término del polinomio entre el factor común. 


3%) El polinomio es igual al producto del factor común por la suma algebraica de estos cocientes. 


EIN 


Aj Factorizar cada uno de los siguientes polinomios. 


j la. Edad de 
a) 3x*+2x*-5x; b)atbix*+a3b?x-5atbixó; Cc) sa > RE + 28 
b b 





a) DAD -5Ex >» La x esel único factor común, por lo tanto: 
Dividimos cada término entre este factor común. 


3 2 _ 
x X == Xx _. 


El polinomio es igual al producto del factor común por la suma algebraica de estos cocientes. 


| Resp. a) M4 +2x?-5x = xi 3x? + 2x-5) 


b) atbittatot sa tb + El mayor factor común es a?b2%é, por lo tranto: 
Dividimos cada término del polinomio entre este 
factor común. 


a 


atpixt a?b?x? —5abp3yxó 


== = 3; ] 
atp2ró a?bix? atpix? 
| Resp. b) a?bóx*+a3b2x—5afp3x* = abi bxta-5a*bx) 


= —Sa*bx 














2 2 
a 362- aña” ls El mayor factor común es E 
b p? b*. b 
3x“a,3x _3xab _,. _6x%a% 3x__6xab__2x%a?, 9xa 3x _9xab _ 3a 
bo “bo ab ¿e? b3 * ob 3xb?IO 2. p2 * p4 Do gxpt pa 


o aa 6xa? 9xa _3xp.  2x%a* ,3a 
| Resp. c) = po E pi = Epa p? +) 





Factorización de diferencia de cuadrados 





Cuando un binomio está formado por la diferencia de dos términos que tienen raíz cuadrada exacta, 
se puede factorizar, para lo cual procedemos así : 


1% Determinamos la raíz cuadrada de cada uno de los términos que forman el binomio. 


2%) La factorización es igual al producto de dos paréntesis, en cuyo "nterior se escriben la suma y la 
diferencia de las raíces de dichos términos. 


B) Factorizar cada uno de los siguientes binomios. 





214,4 
al a2-b?; b) 429, 0) 1-36xy%; di 4atx?-—; el Y E 





En cada caso determinamos la raíz cuadrada de cada uno de los términos que torman el binomio y 
la factorización es el producto de dos paréntesis con la suma y la diferencia de las raíces. 


lalo? + fal =a; fp? =b | Resp. al a?-b? =(a+b)(a-b) 
b) 4a-9 + [926 =2a*; (3 =3 | Resp. b) 4a%-9 =(23?+31(20*-3) 


cl1-36%Y > f1=1; ] 36x? y8 =Exy* 
| Resp. Cc) 1-36x?yP =(1+6xy?)(1-6xy?) 


me 14 perl | E E 
d) 4442 4 > da y? =2a%x; e de > 


y ELLA [dato 2d. pe 2 
y* 25 yx ás a , 25 —. 5 


da?p?% 9x% _ 2ab? 3x?%y/2ab? 3x2 
¡Auep. aj x0 5 =( y *=5 )( E 5) 











Factorización de trinomios cuadrados perfectos 





Cuando elevamos al cuadrado un binomio siempre se obtiene un trinomio, que llamamos trinomio 
cuadrado perfecto. —_—— 


inversamente, si nos dan un trinomio cuadrado perfecto lo podemos escribir en forma del binomio al 
cuadrado que lo genera. 


Veamos algunos ejemplos 


al El desarrollo de (3a+b)? = 9a?+6ab+b? que es un trinomio cuadrado perfecto, 
Inversamente, la factorización del trinomio cuadrado perfecto 9a?* +6ab+b* = (3a+b)?, 


Á 
b) El desarrollo de (2x2? -3y2]'= 4x2 -12x? y?+9y* que es un trinomio cuadrado perfecto. 
ES : 
inversamente la factorización del trinomio cuadrado perfecto 4x2 -12x?y?+9y% = (2x? -3y?)* 


Para que un trinomio sea cuadrado perfecto, se tiene que cumplir: 
1%) Que dos de sus términos sean positivos y tengan raíz cuadrada. 


2%) Que el otro término sea igual al doble del producto de dichas raíces. 





Regla práctica para factorizar trinomios cuadrados perfectos 


1% Ordenamos el trinomio con relación a una de sus letras, y para que sea factorizable se tiene que 
cumplir, que el primero y tercer término tengan el mismo signo y raíz cuadrada. 


2%) Obtenemos las raíces del 1% y 3% términos. 


3% Si es factorizable se tiene que cumplir, que el doble del producto de las raíces sea igual al 20 
término. 


4% Si todo lo anterior se cumple, dentro de un paréntesis elevado al cuadrado escribimos las raíces 
separadas por el signo que tenga el 2% término del polinomio ordenado. 


Observación.- El orden en que se escriban las raíces dentro del paréntesis no influye en el resultado, 
porque la forma de ordenar el trinomio es arbitraria. 


C) Factorizar cada uno de los siguientes trinomios. 


a) x?+14xy+49y?; bj) 9+x?-6Ex; «) 36y222+x*+24x%yz; dj 10xy-x?+25y?;: e) 6x-x?-9 





En cada caso tenemos que comprobar si el trinomio es cuadrado perfecto, para lo cual efectuamos 
los siguientes pasos: 1%) Ordenamos el trinomio con relación a una de sus letras. 2%) Hallamos las 
raíces cuadradas del primero y tercer término. 3%) Comprobamos que se cumple, que el doble del 
producto de las raíces es igual al segundo término del trinomio ordenado. 


Si todo esto se cumple, el trinomio es cuadrado perfecto, y su factorización es igual a un paréntesis 
elevado al cuadrado, en cuyo interior se escriben las dos raíces separadas por el signo del segundo 
término del polinomio ordenado. 

a) «+14xy+49y? >» Ya está ordenado en forma decreciente con relación a la x 

x?+14xy+49y? | ) | 
| | | ' Doble del producto de las raíces 2(x)(7y) = 14xy 
| que es igual al 2% término, por lo tanto: 


Raices + X 2% Ty 
| Resp. a) x*+14xy+49y? = (x+7y)* 


= 79 = 


b) 9+2—6x > Ordenamos » x2-6x+9 Doble del producto de las raíces 
li y 4 20313) = 6x, que es igual al 2% 
Raices x 2% 3 término, por lo tanto: 


| Resp. b) x?-6x+9 = (x-3)* 


c) 36y?22+xP +24: yz + Ordenamos >» x3424x yz +36y?7* 
Jj j 
Raíces » x* 20 6yz 


Comprobación + 2(x*)(6yz) = 12x%y2z + 2% = 24x” yz 


Como el doble del producto de las raíces es diferente al segundo término significa que este trinomio 
no es cuadrado perfecto, por lo tanto, no es factorizable por este método, quizás lo sea por otro 


procedimiento. 
| Resp. C) xP +24x*yz+36y*z* no es factorizable 
d) 10xy-x?+25y 3 Ordenamos >» -—x*+10xy+25y* 


Como el 1% y 3) términos tienen signos diferentes, el trinomio no es cuadrado perfecto, por lo cual, 


no es factorizable, 
. | Resp. d) -x2+10xy+25y* no es factorizable 


e) Ex-9 + Ordenamos » -x*+6x-9 


En este caso el 10 y 3% términos son negativos, por lo tanto, sacamos factor común al signo menos 
para escribrrlos positivos. 
=x2+6x-9 = -(x*-6x+9) 


Ahora factorizamos el trinomio que está dentro del paréntesis, teniendo en cuenta el signo menos 
al final de la factorización. 


—6Ex+9 + Comprobación » 2(x)(3) = 6x = 2* término, por lo tanto: 


3 
Raíces + x 2% 3 | Resp. e) —x2+6x-9 = -(x-3)? 





Factorización de trinomios de la forma x* +ax+b 


Para que un trinomio cuya forma general es x"+ax+b sea factorizable, después de ordenado se 
tiene que cumplir: 
1%) El coeficiente del primer término es 1 
20) El primer término tiene que tener raíz exacta. 


3%) El segundo término esta formado por el producto de un número por la raíz del 
primer término. 


40) El tercer término es un número. 


Para factorizar un trinomio con estas características procedemos así : 


1%) Hacemos los tanteos necesarios para encontrar dos números cuyo producto sea ¡igual al término 
independiente y su suma algebraica ¡igual al coeticiente del segundo término. 


Cuando el tercer término es positivo los números que buscamos tienen el mismo signo y cuando es 
negativo tienen signos diferentes. 


2%) La factorización es igual al producto de dos paréntesis en cuyo interior, escribimos un binomio 
formado por la raíz del primer término y cada uno de los números. 





EJEMPLOS 


D) Factorizar cada uno de los siguientes trinomios. 


8) x*+7x+10; b)x*2+10x-24; Cla?-5a-24; 0d)b?*-9b+18; €) y? -5y+20 





En todos los casos los trinomios están ordenados, el primer término tiene raíz y su coeficiente es 1, 
por lo tanto, tenemos que encontrar dos números cuyo producto sea igual al término independiente y 
cuya suma algebraica sea ¡igual al coeficiente del segundo término. 


al 2+7x+10 


Para encontrar los dos números que necesitamos para la factorización razonamos así: 


Como el tercer término (+10) es positivo, los dos numeros tienen el mismo signo, y como el 
coeficiente del segundo término (+7) es positivo, significa que los dos numeros son positivos, por lo 
tanto, haciendo tanteos tenemos que encontrar dos números positivos, cuyo producto sea 10 y cuya 
suma sea 7. 


Los números son (+5) y (+2), porque (+5)(+2) = +10 = 3% término y (+5) +(+2) = +7 coefi- 
ciente del 2% término y x es igual a la raíz cuadrada del primer término, por lo tanto, la factorización es: 


| Resp. al x2+7x+10 =(x+5)(x+2) 


b) x2+10x-24 


En este caso el término independiente (-24) es negativo, por lo tanto, los números que buscamos 
son de signo diferente y su suma algebraica es (+10), porque este es el coeficiente del segundo 
término. 


Tanteando tenemos que encontrar dos números cuyo producto valga -24 y cuya suma algebraica 
(en este caso resta) sea +10. 


Los números son: +12 y -2; en efecto, (12)[ -2) = -24 = 3%? término. 
+12-2 = +10 = Coeficiente del 2% término y x es la raíz del primer término, por lo tanto, la 


factorización es: 
| Resp. b) x*+10x-24 = (x+12)(x-2) 


c) a? -5a-24 
En este caso buscamos dos números de signos diferentes porque el término independiente es 


negativo y su diferencia vale —5. 
Los números son —8 y 3, y la raíz del primer término es a, por lo tanto, la factorización es: 


| Resp. c) a*-5a-24 = (a-8)(a+3) 


d) b*-9b+18 


En este caso buscamos dos números del mismo signo porque el término independiente es positivo, y 
como la suma de ellos tiene que valer —9, significa que son negativos. 
Los números son —3 y —6 y la raíz del primer término es h,, por lo tanto, la factorización es: 


| Resp. d) b?—9b+18 = (b-3)(b-—6) 


En este caso buscamos dos número del mismo signo, porque el término independiente es positivo y 
como la suma de ellos tiene que valer —5 significa que son negativos. 

Por tanteos tenemos que encontrar dos números negativos cuyo producto valga +20 y cuya suma 
valga —5. 

Como no encontramos dos números que cumplan esas características, significa que este trinomio 


no es factorizable por este método. 
| Resp. e) y -5y+20 no es factorizable 


Factorización por agrupación de términos semejantes 


e) y—5y+20 





En este tipo de factorización no hay reglas prácticas, pues cada caso es diferente, ya que se suelen 
aplicar los casos estudiados anteriormente. 


Hay muchas expresiones que no son factorizables, así que nos limitaremos a estudiar algunos casos 
para que se vea la forma de actuar para llegar a una factorización. 


E) Factorizar cada una de las siguientes expresiones: 
a) ax—by+ay=by; bj) af+2ab+b9-x?; c) x?+5x+6+tax+38; d) 3ax*-243a5y* 
A 
a) ax- Dx+ay—by 


Como esta expresión tiene cuatro términos su factorización, en caso de que la tenga, no pertenece 
a ninguno de los casos estudiados anteriormente. 
Sacamos como factor común a la x yala y yla expresión dada la escribimos así: 
ax—bx+ay-by = x(a—b)+y(a—b) 


=> 


El segundo miembro de la igualdad tiene dos términos, cuyo factor común es (a-—bj), por lo tanto, 
volvemos a factorizar sacando este factor común. 


xla—b)+y(a-b) = (a —b)(x+y) 


| Resp. a) ax-bx+ay-by = (a—b)(x+ y) 


b) a? +2ab+b?*-xé 
Esta expresión tiene cuatro términos, por lo tanto, no es factorizable por los métodos estudiados 
anteriormente. 


Los tres primeros términos son el desarrollo del producto notable (a+b)* = a?+2ab+b?, por lo 
tanto, la expresión dada la podemos escribir así: 


a?+2ab+b?*-x? =(a+b)2-x? 
El segundo miembro de la igualdad está formado por una diferencia de cuadrados, cuya factori— 
zación es igual a la suma por la diferencia de sus raíces, por lo tanto, podemos escribir: 
(a+b)?-x2 =1[(a+b) +x]lla+b)-x] = (a+b+x)J(a+b-x) 


| Resp. b) a?+2ab+b?-=x2 =(a+b+x(a+b=x) 


c) 4+5x+6+ax+3a 
En esta expresión los tres primeros términos (x*+5x+6) son de la forma x* +ax+b, por lo tanto, se 
factorizan buscando dos números que sumados den 5 y multiplicados den 6. 
Estos números son 3 y 2 por lo tanto, la factorización es: x?*+5x+6 = (x+3)(x+2). 


Los otros dos términos (ax+3a), se factorizan sacando factor común a la 4; ax+3a = al(x+3), por 
lo tanto, la expresión dada la podemos escribir así: 


A +5x+6+ax+3a =(x+3)(x+ 2) +a(x+3) 


En el segundo miembro de la igualdad podemos factorizar sacando factor común (x+3); quedando 
finalmente: 


(x+3)(x+2) +alx+3) = (x+3) (x+2+a) 


| Resp. e) 2 +5x+6+ax+3a =(x+3)(x+2+4a) 


d) Zax* -243a* y* 


Sacamos factor común a >» 3a(x*-81a*y*) 


La expresión entre paréntesis es una diferencia de cuadrados cuya factorización es igual al 
producto de la suma por la diferencia de sus raíces, por lo tanto: 


3a(x*-81a*y%) = 3a(x? +98? y?) (x* -9a? y?) 
pero el último paréntesis es también una diferencia de cuadrados, por lo tanto: 


| Resp. d) 3ax*- 2432 y* =3a(x? +92? y?)(x+3ay)(x-3ay) 


EJERCICIO No (17) 


Aj Factorizar cada uno de los siguientes polinomios 


413 Shó4 645 
(1) 5x8 + 10x? -15x?; (2) 4a*b3x?-2a2b2x +898b4x5-4a px: 13) A 
Xx x0 Xx 


j 3 2 
(4) Aa A, (5) 4a3x2b?-109?b3 y? +685b*xy? 


mé xn? 3m2n3x 2 
(6) 16x*+8x?-4: (7) 4mOxn“y , 8b Tm ón , 16m n"by 
3a*b 9a*y* 15a%x 


3) Factorizar cada uno de los siguientes binomios 





(8) x2-y?; (9 9x?y2-16; (10) 81-16x?y*: (11) 25a*b9-49x* y!0; 
A a 246 

(12) 4at(a+01-axy0 (13 2. M2, (14, Bb T_ 1, 
y y8 x2 y? 


4..6 2n 
(15) 1-28, a (17) la? —b)2-(a=b?)? 
x y 





C) Factorizar cada uno de los siguientes trinomios 
(18) 42 +12xy+9y?; (19) 4+x?-4x; (20) 236y2?+x8+12x*y?z2; (21) 10x-x?*-25: 
(22) +16+4x; (23) A (24) x40+49y994+4x My" 125) 14400x*9+40x*; 
(26) 2 +5x+4; (271 x?+x-6; (28) -4+x?-3x; 129) -6x+x?+8; (30) x-x?+20; 
(31) -3x+10-x*; (32) a%+133+42; (33) 2y+y?-48; (34) x?y?-7xy-44; 


(35) x*y?-9x?y?+8; (36) (a+b)?+19(a+b) +60 





D) Factorizar cada una de las siguienes expresiones. 
(37) ax—ay+bx-by; (38) a2-2ab+b*-y?; (39) x*+9x+20+ax+4a; (40) 4a2x? -64a*b*: 


(41) 2ax-3ay+3by-2bx; (42)? +y? -4a?b?* -2xy (43) 2 +xy-x-3y-6 


RESPUESTAS 





(1) 5%(+2x-3); (2) 2a42b*x*(2a7b-x* +42 *b20-—2ab3x?): 


* 
F 


3a*p? 2ab , 3a*b? 2a+b)? 3 
(3) NS (1 x yy? ): (4] 5 (a+b 5 ) 


(5) 2a4b*(2ax? -5by?+33*b?xy?; (6) 4148 +2x?-1) 
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L 2 hirió - MO 
(7) A (8) (x+y y) : 
3a* 3y* 5atx” 


(9) (3xy+4)(2xy-4); (10)(9+4xy2%)(9-—4xy?) ; 
111) (5atb?+7y?)1152*b? -72 y?) : 
(12) [2a(a+b)? +3(x-y)?*][2a(a +b)? -3x—y13]; 


a e 


y BN, a xy? 2 xy* 2 
(15) A 250, (16) pa LA) 


(17) (a?+a—-b?-b)J(a?-—a+b?-b); (18) (2x+3y)?2; (19) (x-2)?; 

4 a, FE X 2 ¡ay (3a _ 2by2 
(20) (x*+6y22)2; (21) -0-5)2; (22) ( $+4)5 (23) (5-3): 
(24) (0+2y92; (25) (20x+1)?; (26) (x+4)(x+1); 
(27) DD 2): (28) (x+*1)(x-4): (29) (x-2Hx-4) : 


(30 


—_ 


=(x+4)(x-5): (31) —(x+5)l(x-2): (32) (a+7)(a+6) : 


==? 


(y+8My-6); (34) (xy+4(xy-11), (35) (x*y?-1)0éy?-8); 
(36) (a+b+15)(a+b+4); (37) (x-y)l(a+b); (38) (a-b+y)[(a-—b- y): 
(39) (x+4)(x+5+a); (40) 4a?(x2+4a*b?) (x+2ab)(x-2ab) ; 

(41) (2x-3yla=b); (42) (x-y+2ab)(x—y-2ab): 


(43) (x-3)(x+2+ y) 





Factorizar cada una de las OUIEniOS expresiones 
A) (1) aty? +alxy? -6a y? +994x*y9+a2x2y?; (2) 14x2 yz? -35x y?2-42y 22; 
(3) ax—ay-bx+by:; (4) —2m8n* +4m*n* -8m*n? -m?n?; (5) ab+b*+ac+bc; 
(6) 32x*-64; 17) Ela p+9p*; (8) 36-x*; (9) x*—y*; (10) 1-ax?; 
(11) x2+10x+9; (12) 12x?2+x*+36; (13) 1+x%-2x%; (14) 4x2 -4x-15; 


(15) 24+11x-12; (16) 2x2y-12xy+10y; (17) x?+8x-180; (18) 0,25-a?; 


—- BB — 


(19) x24y2-22-2xy; (20) 5ab+4a?-a?b?: (21) -x2+10x-25 


B) (22) 25-103 +15x?-5x*; (23) m3n*—4m nó -8mIn?; (24) = -3a* +91; 
(25) 6ax+ 2ay+3bx+by; (26) 2ab+5cx+2ac+5bx; (27) x?+3x-10+3xy-6y:; 
(28) x?-7x+12-xy+4y; (29) 409x-25x*+4a?; (30) 3x2 +15x-72: (31) 8x+x?+16: 
(32) 25 -64b%x%; (33) y? +15y+36; (34) a2-a-6; (35) x28-2x%+1; (36) x0 -—a4y?: 
(37) a2*-p*, (38) x2+x-30; 

C) (39) 12a?b? -8ac?+20b?%0; (40) 2ax*-dax?y+8ay?; (41) 33-62 +12x-15: 


(42) 6x -24x*+24x; (43) a?-x2+2xy-y?; (44) 162% +24a3b9+9b10; (45) x2+2x-8+xy+4y; 


Z 2 
(46) a?-6a-40: (47) 1 (48) 1-2 (49) 1962*x?-25: (50) 2a*x-32x: 


4 r 
(51) a?—6a-40; (52) 4a?-9x*-y? —6xy; (53) x?-6x-27; (54) y -6y+9—x 


Máximo común divisor y mínimo 
común múltiplo de polinomios 





El M.C.D de varios polinomios es el polinomio de mayor grado que divide exactamente a todos ellos. 


El M.C.D de varios polinomios se calcula descomponiendo cada polinomio en sus factores primos, y 
después se multiplican los factores comunes a todos ellos elevados a su menor exponente. 


El m.c.m de varios polinomios es el polinomio de menor grado, que es divisible por cada uno de 
ellos. 

El m.c.m de varios polinomios se calcula descomponiendo cada polinomio en sus factores primos, y 
después se multiplican factores comunes y no comunes elevados a su mayor exponente. 


Determinar el M.C.D y el m.c.m de cada uno de los siguientes grupos de polinomios. 


al xy? x242xy+y? Dx? x?0+Bx x242x-15; 0)x24+2x+1: x2-1: x2-x-2 
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En cada caso factorizamos cada uno de los polinomios y después aplicamos las reglas para hallar 
el M.C.D y m.c.m. 


| ay”; +2 ty 
Factorización 


Factores comunes >» (x+y) 
Factores no comunes =» (x-—y) 


xy? =(x+y)(x-y) 
A+ 2xy y? = (x+y)* 





Para calcular el M.C.D, multiplicamos los factores comunes elevados a su menor exponente. 
| Resp. 2) M.C.D =x+y 


Para calcular el m.c.m, multiplicamos los factores comunes y no comunes elevados a su mayor 


exponente, 
| Resp. a) m.c.m = (x+y1*(x-y) 


bx? Ata 442x165 





Factorización 
e <= Factores comunes 3 1 
Y +5x = x[x+5) Factores no comunes 
2 4+2x-15: = (x+5)(x-3) x; (x+5) y (x-3) 


MED => Factores comunes elevados a su menor exponente 


| Resp. b) M.C.D =1 


mom => Factores comunes y no comunes elevados a su mayor exponente. 
Resp. b) m.cm = x*(x+5)(x-3) 


co aA+2xtd; xt: —x—2 





Factorización 
x242x +1 = (x+ 1) Factores comunes > (x+1) 
x-1 =(x+1)(x-1) Factores no comunes 
-x-2 =1(x+1)(x-2) (x=1) y (x-2) 


M.C.D 3 Factores comunes elevados a su menor exponente. 
Resp. cl M.C.D =x+1 


m.c.m => Factores comunes y no comunes elevados a su mayor exponente. 


| Resp. cd miem = (x+1)%x-1)(x-2) 


- 8] — 





Se denomina fracción algebraica a la expresión de la forma E en donde el polinomio que forma el 
denominador no puede valer cero. 


Valor numérico de una fracción algebraica es el valor que adquiere la fracción para el valor o los 
valores de las letras, y se determina sustituyendo las letras por sus valores, efectuando operaciones y 
simplificando todo lo posible. 


Fracciones aloebraicas equivalentes.—- Dos o más fracciones algebraicas son equivalentes cuando al 
determinar su valor numérico resulta igual para todas ellas. 


Simplificación de fracciones algebraicas. -— Simplificar una fracción algebraica es transformarla en 


otra equivalente, que tenga los polinomios numerador y denominador de menor arado y con coeficientes 
menores. 


No todas las fracciones algebraicas admiten simplificación, pues para simplificar es necesario que 
los polinomios que forman el numerador y el denominador tengan factores comunes, 
Para simplificar una fracción seguimos los siguientes pasos: 


1%) Factorizamos los polinomios que forman el numerador y el denominador. 


2%) Dividimos el mumerador y el denominador por los factores comunes a ambos elevados a su 
menor exponente, es decir, dividimos el numerador y el denominador por el M.C.D de los dos 


polinomios. 


Aj Simplificar cada una de las siguientes fracciones algebraicas. 


3x2. bs) 12ax +4ax? él 6a*x?+88?x. d x+4x+4, e) + 6x+9, ó Am=x-20 
2x+x? dax?+6ax 15bx+20b * x+2 ' xx 6. x2+2x-8 


a) 


En cada caso, factorizamos el numerador y el denominador aplicando las reglas de la factorización 
que correspondan, y después dividimos el numerador y el denominador por el factor o los factores 
comunes elevados a su menor exponente. 








b) 120% +4 _4ax*(3x+1) _ 2x(3x+1) 12ax+4ax? _ 2x(3x+1) 








ASA y ET Resp. b) = 
dal +6ax 2ax(2x+ 3) 2x+3 dax? + Bax 2x+ 3 
cl 6atx2+8afx _ 2a?%x(3x+8) _ 2a%x o dl 6atx?+8a%x _ 2a?x 
15bx-+20b 5D 3x4 5b p. 15bx+20b — 5b 
¿244x442 (1x2)? 2, 24 4x+4 
d) a O x+2 Resp. d) +2 =x+2 
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B) Simplificar cada una de las siguientes fracciones algebraicas 


43? -4ab+b?. Gax-3bx+2ay-by. 8ax+4ay+2bx+by_. 
a ——=—. hb) c) 


4a?-b2? ' | 9x?2+6xy+y? ; 12ax-—4a y +3bx —by 
9x?%+6axta? _._. _at-b? 


3ax+3bx-a?-ab  al+a-1 


Procedemos como en el ejercicio anterior. 








4a?—4ab+b? __(2a-b)%__ _2a-b 4a?-4ab+b? _ 2a-b 

al 4a?- pb? 7 (2a+b)422-bF 7 2a+b | Resp. a) A4?—=p? 2a+rb 
., Sax-3bx+2ay-by _ 3x(2a—b) +y(2a-b) _43xw+yH12a-b) _ 2a-b 
y 2- $5 
9x*+6xy+y? (3x+y)? (3x+y) y 


Resp. bj 6ax- CIAL OY 2a-b 
|_Resp. b) Ps 9x2+6xy+y? —3x+y 


i 8ax+4ay+ 2bx+ by _ Aal(2x+y) +b(2x+y) _+HMAaHbI12x+ y) +y 
12ax-—4a y +3bx-—by — 4a(3x—y)+b(3x-y) —143-+b)(3x- y) e y 


8ax+4ay+2bx+by x+y 
| Resp. c) 124x—4a y +3bx —by . y 


q Dx? +6axta? _ (3xta)?  __ (3xta)? 
3ax+3bx-a?—-ab xta+tb)-ala+b)  (a+bj(3x-a) 


Como no hay factores comunes en el numerador y en el denominador, la fracción es irreducible. 


| Resp. d) La fracción es irreducible 


a?-b? _ (a+b)(a-b) 


e) 
al+ta-1 at+a+1 


Como el denominador no es factorizable la fracción es irreducible. 


| Resp. e) La fracción es irreducible 





Adición y sustracción de fracciones algebraicas 


Procedemos de la misma forma que para las fracciones numéricas. 


1% Simplificamos las fracciones hasta que sean irreducibles. 
2%) Determinamos el mínimo común múltiplo de los denominadores. 


3%) La fracción resultante tiene como denominador el m.c.m de los denominadores, y como 
numerador la suma algebraica que resulta de multiplicar cada numerador por el cociente que resulta de 
dividir el m.c.m entre cada uno de los denominadores. 


Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


3x 4  2x+ 3x 3 2 2 2 9x?+16 
dE LA A Ll a 
282b ap 2a?b xy? x2+2xy+y? gx atXx al+ax 3x4 





En cada caso, si es posible, factorizamos los numeradores y los denominadores para simplificar 
cada fracción. 

Después determinamos el m.c.m de los denominadores, para hallar los cocientes entre dicho m.c.m 
y cada denominador, y finalmente escribimos una fracción que tenga por denominador este m.c.m y por 
numerador la suma algebraica de los productos de cada cociente por su numerador respectivo. 


3, 4 2xty 


Wi 
2ab  alb 282b 
Las fracciones son irreducibles y el m.c.m. es 2a*b 


Calculamos los cocientes entre este m.c.m y cada denominador 


"Sa > al 4 b 
260 a?b 2a?b 
La suma algebraica de las fracciones dadas es igual a una fracción, cuyo denominador es el m.c.m y 
el numerador la suma algebraica de los productos formados por cada cociente y su numerador 
respectivo; así: 


Z y dal 
a a E 


3x4 _2xty_ (ad(3x)+(2)(4)-(11(2x+y) _ 3ax+8-2x-y 
2ab a?b 2a?b 2a?b 2a2b 
Resp. a) AN p A _ 2xty_ 3axt8-2x"y 
0 ab 2a*b 2a?b 
b) >: IR A 
y  x+2xwy+ty 


Cálculo del m.c.m 


x2=y? =(x+y)l(x—y) 
m.c.m = (x+y)*(x-y) 
x2+2xy+y? = (x+y)? 


La expresión dada la escribimos con los denominadores factorizados para simplificar las opera -— 
ciones posteriores. 


1 A > O | Y b M.CIN= (x+y)Ux- —y) 
xy? x242xy+ y? (x+y)(x-y) (x+ y)? 


Calculamos los cocientes entre el m.c.m y cada denominador. 


A E > Lx+y? 2 (x-y) 
(x+y) ; = (x-—y) 
yy 


Ahora efectuamos la suma como en el caso anterior. 








E > __3y  _ (<tyl(3x)-(x-yM3y) _ 3x%+3xy-3xy+3y% __3x*%+3y* 
ix+y)ix-y)  (x+y? (x+y) ? (x-y) (x+y) (x-y) (x+y) *(x-y) 
AA 
| Pope x? y? x+2xyy? o (xey) ? (xy) 
mE 2 2 
01 —= 4 — - 


ax aw+x al+ax 


Cálculo del m.c.m 

ax = ax 

a+x =(a+x) m.c.m = axla+x) 
al+ax =ala+x) 


La expresión dadá la escribimos con los denominadores factorizados para facilitar los cálculos 
posteriores. 


- HE E 
ax aw+x a? +ax (a+  ala+x) 
Calculamos los cocientes entre el m.c.m y cada denominador. 


ax(a+Xx Zi. o. ax ag», axe _ 
ax =1a 40; mr ala+y” 


Ahora efectuamos la suma como en los casos anteriores. 








Ey + E - > [8+x)(2) +(ax)(2)- 0012) _ 2a+2x+2ax-2x _ 2a+2ax _ 
(a+x)  ala+x) axla+x) axla+rx) ax[a+x) 
2aí1+x) - 2(1+ 2 2 2 211+x 
= A A R — E a + 
axla+x)  x(a+x) | ces ax ax al+ax x(a+x) 
9x? + 15 
d) +4 += 3x4 


Esta expresión la podemos escribir así: 


aa RG +16 -3x+4 , 9x7+16 +16 


3x4 1 aa >? M.c.m =(3x-4) 


3x+4 , 9x2+16 (23x-4)(3x+ 4) +(1)(9x* +16) E +12x-12x-16+9x? +16  18x* 
ME 3x-4 3x-4 3x- 4 — 3x4 


| 9x%+16 _ 18x? 
| Resp. d) 3x+4+ E A 


Multiplicación de fracciones algebraicas 





Se procede igual que en las fracciones numéricas, es decir, se multiplican los numeradores entre sí 
y los denominadores entre sí, pero para facilitar los cálculos se recomienda factorizar los polinomios 
que forman cada fracción y dejar el producto indicado, para ver si hay factores comunes en el 
numerador y en el denominador y así efectuar las simplificaciones correspondientes. 


Eo Mina. 


Efectuar cada uno de los siguientes productos. 


y 2ate 20%, y _x%4_ xÓ+8x+15. ., _5x-10  a%x+2a? 
2b? a? x24+3x=10. x?-3x-10' x*2-4xt4  2a? 





En cada caso. factorizamos los numeradores y los denmominadores, y después, escribimos una 
fracción cuyo numerador es el producto indicado de los numeradores, y el denominador el producto 
indicado de los denominadores. En esta última fracción simplificamos todo lo posible. 


3a*%c  2b*%c 


a) | 
ay? q? 


En este caso, las fracciones están formadas por expresiones monomias, por lo tanto, ya están 
factorizadas y procedemos así: 





3a?*c  2b*c (3a2c)12b*c) | 3atc 2b*c 
RA A A Resp. a) . L—— = 30? 
2b? al (2b?) (a?) Dementia 2b? a? 


x*—4 5 +8x+15 
+3x-10 x*-3x-10 


Factorizamos cada uno de los polinomios 


x 2-4 =(x+2)(x-2) x2+8x+15 =(x+5)00+3) 
x2+3x-10 =(x+5)(x-2) x? -3x-10 = (x-5)(x+2) 


Ahora efectuamos los productos indicados de los numeradores y de los denominadores, y después 
simplificamos. 


x?-4 XA +Bx+15 — (x+2)(x-2) (x+5 +3) a 2Ade02RRAR) +2 


A A AAAAAAAÁA/| — o O E _——_ === 3-3 AX 


24+43x-10 x2-3-10 (X+SJ(x-2) (x-5)(x+2) Lex 2)(x-S)iLeH2r  x-5 


2 y? 4 
Von x+3x-10 a 10 SS 
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e -5x-10  atx+28? 
x—4x+4 22? 


Factorizamos cada uno de los polinomios. 








5x-10 = BIx-2) alx+2a? =a?(x+2) 
x?-4x+4 = (x-2)? 2a? = 24? 
5x-10  aíx+2a? _ 5(x-2) at(x+2) _ 5(x-2)a?%(x+2) _ 51x+2) 
X-4x+4  2a? (x-=2)?  2a? (x-2)2.242 2x-2) 





División de funciones algebraicas 


Se procede ¡igual que en las fracciones numéricas, es decir, se multiplica la fracción dividiendo por 
la fracción inversa del divisor. 


Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 








3xa? 4y?b. ¡A 2xy -5y? j x+4x+4. ,x?*-4x+4 
MÁ c) (x+2) E (x-2) 
2yb* 6x%a 167 -9y* "qx? Pd 3x+3 «4 
Para simplificar.los cálculos tenemos que factorizar los polinomios 
3xa? 4y?b _3xa? 6x%a _9ax? 22 ayb _ 93 
a a a o as a 
2yb” 6x“a 2yb? 4yb 4b?y 2yb? 6x?a bey? 


py £ *-25y" Dy-Syf 4-25 4% dy (2x+5y)(2x-5yT xL4x+3y)" _ x(2x+5y) 





15297 aer3y  16x2-9v2 2x=5y? LAP3ynax—3 y) yl2w=57) yl4x—3y] 
Resp. b) 4x%-25y? 2xy-5y? _ _ x(2x+5y) 
L — 16x? -9y?” 4x2 +3xy y(4x-3y) 
c) +2) ¡E acA XL FS (+2) 3 +1 Six +1) 
ás 1 24 4x+4 1 (x+2)* (x+2) 


| Resp. c) 


x+4x+4 = 3(x+1) 


a era (+2) 


y ERA 0 y ERE. Ea 1 A 
Ss x? 4 6205 a 62D (+21 27 +2 





| Resp. d A y 
Resp. d) Ja REE 


' Multiplicación y división combinadas 





En este tipo de ejercicios se transforma todo en multiplicación invirtiendo las fracciones que 


dividan. 


Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


3x 2x?%a 12xa? x?+10x+25 2x-6 2 
E E AN 29  y2m25 XxP3 


En cada caso, transformamos las divisiones en multiplicaciones invirtiendo las fracciones que 
dividen y factorizamos los polinomios para simplificar los cálculos. 


3x 2x%a _12xa? _3x 2x%aÍ. _9b  _54abx" _3x" 
a) 2 3b " 9b 2 3b 12xa? 723? bx da 


3x 2x%a _12xa? _ 3x? 








Resp. al “732 * gp da 





, x?-9 2-25 +3 x*-9 x?-25 
(x+5)+ 21x=3F  —tbe3Sr  (x+5) 


F— a AAA 





X+10x+25 2x-6. 2 _x+10x+25 2x-6_ x+3 
| Mi 2 


+ 10x+25  -2x=6 2 x+5 


a o 








Fracciones compuestas 


Se llaman fracciones compuestas a las que tienen su numerador o su denominador, o ambos, 
formados por fracciones. 

Para transformar una fracción compuesta a su más simple expresión se efectúan indepen— 
dientemente las operaciones indicadas en el numerador y en denominador, y después se efectúa la 


operación resultante. 


Simplificar cada una de las siguientes fracciones 


Xx 1 
4 
EA A 
eS 2x ax- 2223 
Y Xx 


En cada caso efectuamos operaciones independientes en el numerador y en el denominador, hasta 
llegar a una fracción simple, y después procedemos como en los ejercicios anteriores. 


di E my 
e NA YATE XL Y LL AYSO Y 





a) —— : | yet 
TES E y y Y  Xy+x Y  — xly+1)  y+1 
y y 
EY y 
| Resp. a) o 
pS Y 


Observaciones: En muchos casos, cuando hay que dividir dos fracciones, en vez de transformar la 
operación multiplicando por la inversa del denominador, se aplica la regla de la doble C, en la cual el 
numerador es igual al producto de los extremos y el denominador el producto de los medios. 


El ejercicio anterior aplicando este método se realiza así: 


y. DES 
- ED) - (xy=x1 yr _ xly-=1) _ y-1 
Xx y+1 














y YE) YA xy +1) 
Y Y 
O > ál ! 1 
bd E o Y [BRE e, A E 
2x2 2x2 (x) (2x2) 2x3 A a 
1 
: 2x?+1 2x? +1 z 
2 1 1 2x* +1 + 
A 2 A 
PL 2x2-3 4é-(2x-3 2+3 (111 2x* +3) :2x*+3 
x Xx X A 
> 2H DAA 
| o AP TNT Tes 
ax PE 3 2x+3 
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EJERCICIO No (18) 
A) Determinar el M.C.D y m.c.m de cada uno de los siguientes grupos de polinomios. 
lx xÉ—15x+2x; xó+5x: (2) x?-9: 9I+6x+x*: x2-6x+9: (3) 4a?+2ab: 4ab+2b*: 
dal—=b?; (4) xy; xyoxty; xy-3axytxty; (5) x+1: 24+3x+2: x2+2x+1: 


(6) Dé2-2; 2x*-6x+4; 2x*-8; (7) 4a+2b: 4a*+4ab+b*: 4a?-b?: 








(8) a2—b?*; ax+ay+bx+by; ax-by-ay+bx; (9) 2ax+ =: dai + == Ls, de sal - E 

B) Simplificar cada una de las siguientes fracciones algebraicas. 

5) 4 ¡E le ] 

(10) (A 52 SEL, y 25D qa) PAeREcby.. 

2? +4x 4a?b Gab+a?b 3a*bx+a*by 

2 2 e 2 a 
(14) 3a*bx+3a By. 15) 4axÍ y +2x? yb. (16) X +4xy +4y . (17) 6baxt+t3bx . 
2abx+2aby ' 4a*b+2ab? 2y+x p? +43 b+42? 


118) % a, (19) 8ax? +8axy+2ay . (20) 4a?x?-8a* att. 
6bx+3b y 2a? bx-2a? b y? 





UC) Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


ETS jerrias ra ETS a 5 abc Ñe ab 


(24 E “-b atbí_atx, (5 1,_2y 1. (1 2. 


ab ab o Xy E x-y' xy? y TY 
| | 2 +2 Erie 
a Ea ABE O (28 HH 
XV yo y? xy _— xy xy-xy 
A A A (30) 24.8 a+ 
x94+2x-24 x2-2x-8 x2+8x+12 as+3a+2 af-a-2 a?-1 


Ol Efectuar cada uno de los siguientes productos 


5x 2y 2z, 2a2p? 4b?%0? 40%a?, x=1.2x+2y, 
pills 4z 3X' (32 304 548 2p3 * (393) LY xt * 


as XFX 30  5x a MES rs a+x x-3  x*-16. 
(34) 3Xx ARA (35) 2% 2x2 * (36) (a=x) sil (37) 4x-16 2x-6' 





525, ARTO. 101 2x2 x-4x-B 
(3815 "10x+50" (39) 2? 50 3x3 


E) Efectuar cada una de las siguientes divisiones 
2 2 2 3 2 
(40) XY.LY”. (41) Satx,2ax”. (49, 2:22. (43 E A 
2ab? 6a?b p?  p 4- gp? a?—-6a+8 a?-a-12 
(44) *+10x+21 9 Si 
3x2 +3 ox 


as) A a. 46) xó-2x+1._3x-3, 


3x=3y" xy * 6x?-6 3x2-2' 
| 249 — 2 | o 
(47) La 0 e 12838. (48) (a? -b?) 2 
alb-b ds 





F) Efectuar cada una de las siguientes operaciones 


49) 5ax_3b_2abx. ¡5oy 3b%,2x,_5_. 2x+6_3_3x+9. 
A 2b JE: Es (0) y? b"3x2p (51) 3 xy y xy” 


57) 4 3x6. 2. (53) _ai-4a-45 b?+2xbix, x2-18a+81 
—; 


y o Ó,- —_—_—_—a>—_—_—_—_— _—__ >>. > 


el 4 ab+xa+yb+xy a+5 


| 2 añ a 2_ E 
154) (x2+8x+15) 23-10, x25410x +2. (55) 3ax9-9ax x0+16x+64. 9). 


x2+9 d 2x6 ' 8x +64 ax?-3ax 
2 
(56) 4ato? 4xta? 16x%a%. (57) SEXY 3ab? .ab”. 
3xy 8by? p?y? ap? 2x ty? dy 


(58) 3x+3y  ax+tbx 8axy-4bxóy. (59 _3az3b  _aytby ,_4ab_. 
2a+2b axtay” ga2x—4abx al+2ab+b? a?xy-b?xy axy+bxy 


(60) axtay+bx+by 3ax-3bx_x-xy? 
2a?x-2b?%x 3a?b*  Ya*b* 
AAA AAS><>2>— 


G) Efectuar las siguientes operaciones 











x2 
(61) —L, (62 ——, (63) 2, (64) 2 65, —— 
x+ — — E a+ 22 + Ll 
Xx 1+a A” E yl 
x+ E 
q E 
(66) — 5, (6717 ——, (68) — (69, 5, 
03 si 1+ od x+2-X = 
y É 1 
ba 1-2 1+ab a Y -t-L 
(70) 2 MMHG 02) 1=8b (73) A, (74 —; 
qe x 1+ab A cid 








2 
x+4 E A —— x+2 
+3 x y 14 E +21) 
Ñ E 2 
RESPUESTAS 


(1) M.C.D =1; m.c.m = x(x+5)(x-3); 


(2) M.C.D =1; m.cm =(x+3)*(x-3)?; 





(3) M.C.D =(2a+b); m.c.m = 2ab(2a +b)(2a=—b) ; 
(4) M.C.D =x?*y; m.c.m = x2y(x+y)(x-y)?; 

(5) M.C.D =(1x+1); m.cm = (x+1)%(x+2) ; 

(6) M.C.D =2; mm.com =(x-1)(x-2)(x+2) ; 

(7) M.C.D =(2a+b); m.c.m = 2(2a+b)?*(2a—b); 

(2) M.C.D =(a+b); m.com = (a+b)(a-b)(x+y)(x-y) ; 


(9) M.C.D =2a: m.c.m = 8a(x+ +) (x- 3): (10) 





2 


b+20n 3a+6b. 


2. Ja. 0 A 
11) X=: 1199 == Sh (13) $; (1445 (15) 





| PX. as paar Lata). 
(16) x+2y; (17) A (18) y-x; (19) — 


e Ox? - E IN - 
(20) A 2. (21) £ -4x? PS7X+35. (22) 3x” +12x ex+3, 


40x* el 
aos E =-. 1 E: 
23) EL (292% (2510; (201 12) 37: 
LE 26 . -2a+4 
2 za Mirar PA lan 





(31) ; (32) 16b%c, (33) EY; (34) BES. (35) 221); 


152? xy 3x+1)" 


e xEs, tl, E =3X. 
(36) 1; (37) ; (38) 13 5 PEE (401 aby 4by' 


(41, 2%, (42 E. (43) 
2X a 


k | densl 
2(a+3) ; (44) x(x+7) : (45) a. 


a-2* ” (x-3)* 


08 








e | 2 
15 4 (417 22, (48) (a+o1? (49) ¿5 (50) 5. 
51); (52) 2 ax (53) b+x; (54) 2x-4; (55) 

ll 3y?' x+2' F F 
BE TO 3. 3 o 3a? 
— (57) o 58) (59) po (60) a 





xy-1 Xy) (1+a)? nn ab: 
(61) 22 (62) qn (063) == aj? ( FE: 


xy +1" 








(65) LL. 66 LE (67 LA, (68) 2: (69) x-1: 
A" —y 


E x+10' 2x1 
4+b (1+ab)? Xx. 
CO 00 rr e 70 e 
15132 10 €; 112; (78) x+2 


División de polinomios 





La división de polinomios la definimos así : 


Dados los polinomios Dx) y dx), dividir D(x) entre d(x) significa determinar otros polinomios, 
cbd y rd, tales que se cumpla la siguiente igualdad. 


Dix) = dix) -c(x) +r(x0 


En donde: Doy + esel dividendo 
dix) += es el divisor 
clx) => eselcociente 
rd > esel residuo 


Esta igualdad la enunciamos así : 
El dividendo es igual al divisor por el cociente más el residuo. 


Vamos a explicar, paso a paso, cómo se efectúa una división de polinomios, en donde se sigue el 
mismo procedimiento que en la división entre números. 





A) Vamos a efectuar la división (6x? +7x+2) : (2x+3) 





Si los polinomios no están ordenados los ordenamos en forma decreciente y los colocamos así : 


6 +7x+2 [2x+3 
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Ahora dividimos el primer término del dividendo (6x*) entre el primer término del divisor (2x) y el 
resultado se coloca debajo del divisor. 


z 
2 =3x 6x4 7x+2 12x+3 
3x 


Multiplicamos el divisor (2x+3) por este resultado (3x), cambiamos los signos + y — y el polinomio 
resultante se coloca debajo del dividendo, de tal manera que los términos semejantes queden en 
columnas, y después los agrupamos. 


BART | 2x+3 


3x(2x+3) =6x 7 +9x > =6Bxké=-9x  3x 
O-2x+2 


Volvemos a repetir la operación, considerando este residuo | -2x+2) como nuevo dividendo. 


- LH | 
a?” PATA (2x3 Resultado: — Dividendo = 6x2 +7x+2 
A Divisor = 2x+3 
0-2x+2 A 
=(2x+3) = -2x-3 3 2x3 Cociente = 3x-1 
O+5 Residuo = 5 








B) Vamos a efectuar la división (4: +3x) :(2x—3) 





Como el polinomio dividendo es incompleto, lo completamos con ceros, lo ordenamos en forma 
decreciente y procedemos como en el ejercicio anterior. 


ae 


sn = 2x? 4d +0x +3x+0 | 2x-3 


2x? 
Para abreviar las operaciones, en vez de multiplicar (2x-3) por 2x* y después cambiar los signos, 
multiplicamos directamente por —2x?. 


AR FOX? +3x+0 | 2x-3 
-2x%(2x-3) = -4x +6 > 4 +6x _ 2 
0+6x* +3x+0 


Volvemos a repetir la operación considerando este residuo como nuevo dividendo. 


6 a, ARTOX +3x+0 |2x-3 
2x MH 2x? +3x 
0164 +3x+0 
-3x(2x-3) = -6x0+9x >» Ex +9x 
O+12x+0 
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Volvemos a repetir la operación considerando este residuo como nuevo dividendo. 


AE FO +3 +0 [2x3 


12 =6 010 2x2 +3x+6 
0643 FO Resultado: Dividiendo = 4 +3x 
EXT 9D | == Divisor = 2x=3 
0+12x+0 Cociente = 2x?+3x+6 
-612x-3) = -12x+18 > A Residuo = 18 





C) Vamos a efectuar la división (1124 +39 +38x+6) :(4x-+5) 





Practicamente las operaciones de división de polinomio deben hacerse sin anotar los cálculos 
intermedios, así: 


124 39x?+38x+6 |4x+5 


12 15x 3x? +6x+2 
0+ 24% + 38x+6 Resultado: Dividendo = 12% +39x*+38x+6 
24% — 20x Divisor = 4x+5 
0+428%+6 Cociente = 3x* +6x+2 
-8x-10 Residuo = —4 
4 





Propiedades de la división de polinomios 

a) Para dividir dos polinomios es necesario que el polinomio dividendo sea de mayor grado que 
el polinomio divisor. 

b) El grado del polinomio cociente es la diferencia de los grados del dividendo y del divisor. 

Cc) El grado del residuo es siempre menor que el grado del divisor. 

d) Cuando el residuo vale cero, decimos que la división es exacta y se cumple: 





| Dod =d(íx -clx) | 





Decimos que el polinomio p(x) es divisible por el polinomio q(x), cuando la división entre p(x) y qlx) 
es exacta, es decir : 


pr cla) + pix) =q(x)-c(x) 


En la segunda igualdad podemos observar que p(x) es múltiplo de a(x) y de c(x) y a también que 
aíx) y c(x) son divisores de p(x). AS 


Entre los polinomios múltiplos y divisores se cumplen las siguientes propiedades: 
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e) Si un polinomio px) es divisor de los polinomios q(x) y r(x) es divisor de su suma. 

f) Si el polinomio p(x) es divisor del polinomio q(x), y a su vez, qíx) es divisor de ríx), 
entonces p(x) es divisor de r(x). 

a) Si el polinomio p(x) es divisor de q(x), p(x) también es divisor del producto de q(x) por 
otro polinomio. 


Polinomio primo.— Decimos que un polinomio pl» es primo si solamente es divisible por sí mismo y 
por cantidades constantes. 

La definición de polinomio primo nos permite afirmar que todos los polinomios de primer grado son 
primos, porque solamente dan división exacta cuando se los divide por ellos mismos o por cantidades 
constantes. 

Cuando un polinomio no es primo decimos que es compuesto. 

Para estudiar si un polinomio es primo o compuesto hay que tomar en cuenta al conjunto en donde 
está definido. 


Ejemplos: a) El polinomio (x?-—3) es primo en el conjunto Q pero no lo es en el conjunto R 


En efecto; x*-3 = (x+ 3) 3), es decir, que (x*-3) es divisible por (x-+1 3) y por 13, 
que son polinomios definidos en el conjunto R de los números reales 


b) El polinomio (x* +1) es primo en el conjunto R, pero no lo es en el en el conjunto C, porque 
x+1 = (x+i)(x-i), es decir, que (x*+1) es divisible por (x+i) y por (x—i) que son polinomios en el 
conjunto C de los números complejos. 


Regla de Ruffini 


La regla de Ruffini es un artificio de cálculo para determinar el cociente y el residuo que resulta de 
dividir un polinomio p(x) entre un binomio de la forma (x+a), pero sin efectuar la división en la forma 


tradicional. 


Vamos a efectuar la siguiente división: (x?*-5x -8x?+5x+10):(x-2) por el método tradicional y 


después aplicando Ruffini, para hallar el cociente y el residuo. 


4 —5x -8x*+5x+10 | x-2 


Ax +8x bd +3 -2x+1 
0+3x? -8x*+5x+10 Dividiendo = 4x* -5x* -8x%+5x+10 
- 3 +6x Ud 
=—_ A Divisor = x-2 
0-2: +5x+10 Cociente = 4x3+3x* -2x+1 
2x* -4x Add ma 
O+x+10 EUSUeSS 
NEL 
12 
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Aplicando Ruffini procedemos así: 





Coeficientes del cociente 


Es el término que va con la x del divisor cambiando de signo 


Como estamos dividiendo por (x-2), el cociente es un grado inferior al grado del divisor y como los 
coeficientes son; 4; 3; —2 y 1, el cociente es 4 +3x? -2x+1 y el residuo 12. 


esemeros [2 


Calcular el cociente y el residuo de cada una de las siguientes divisiones aplicando Ruffini 


al (22 4+3x*+5x-2):(x+2); b) (4% +8x? +x) ¿[= > De Cc) (6x+8+2% +4x?) :(2x+4) : 


E E NE ad lb Aa 
d) (204? + 72 ):( = +2): e) (42 +2:8+3 2): -1) 





al (22 + Dé +52) :(x+2) 


2 3.5 -2 Cociente = 2x*-x+7 





£ =K ETS Residuo = -16 


b) (4% +8 +x) :(x 5 ) 


Como el dividendo es un polinomio incompleto en las potencias que falte x, para aplicar Ruffini hay 
que colocar ceros; Así: 





1 
1 "e 
y E 2 1 = Cociente = 4x* +2x? +9x+ 2. 
11 $41 | mee MA 
4 2 9 > Z Residuo = "1 





Cc) (6x+84+ 24 +4?) :(2x-+4) 


En este caso no podemos aplicar Ruffini porque el divisor mo es de la forma (xa), así que para 
transformarle a esta forma procedemos así: 
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Si en la igualdad de la división D(x) = dix)-c(x) +r(x) dividimos los dos miembros por el número k 
resulta: 


D(x) _ dix) -clx)+r(x) 


— Dx): C1X) FOX) Dix) _ d(x) r(x) 
k k + k Sd sai d+ > 


En esta última igualdad podemos observar que el cociente no se altera, pero el residuo sale dividido 
por dicho número. 


En el caso que nos ocupa, el divisor es (2x+4), por lo tanto, para transformarlo a la forma (x+a), 
tenemos que dividir por el coeficiente de x, es decir, por 2, así que ordenamos el dividendo y después 
dividimos el dividendo y el divisor por 2, con lo cual el cociente mo se altera, pero el residuo sale 


dividido por 2, por lo tanto, para determinar el residuo verdadero multiplicamos el que nos resulta por 
2. 


a +6x+8) (2) >» (14+2x2+3x+4) :(x+2) 


Cociente = x*+0x+3 = x?+3 


3 
O_ 
3 





Residuo = (-2)-2 =-4 


2 ( 
E NN A 
d) (++ A ):( - +2) 
En este caso primero agrupamos los términos en x* y después multiplicamos el dividendo y el 
divisor por 3, para que éste sea de la forma (xza). 


E > (arras 2) :3( 4 +2) > (5 +4x?-6x+ $) 0x4) 






E 4 e E 
-36 192  -1.116 


6 -22 186 _ 5.574 . - (3.5741. - _3.9/4 
| E Residuo ( == ): 3 5 


e) (44 +2 +3D -2) : bé -1) 


Cociente = 6x*-32x+186 


Aquí tampoco podemos aplicar Ruffini, porque el divisor (xX*—1) no es de la forma (x+a), así que 
vamos a utilizar un artificio de cálculo para que (x? —1) sea de la forma (x+ a) 


Hacemos un cambio de variable y a x* la llamamos y, y sustitulmos esta nueva letra en el problema 
asi: 


(44+2+D2-2):(x 2-1) para x* =y resulta: 
(40819+208)12+308) -2]:109)-1] + (4y4+2y?4+3y-2) :(y-1) 
Ahora si podemos aplicar Ruffini porque el divisor es de la forma (x+a), 


Cociente = 4y*+6y+9 





Residuo = 7 


Para determinar el cociente verdadero sustituímos en el cociente hallado y por Y así: 


4y?+6y+9, para y=xX » 4x3)%+61%)+9 =4x” +6 +9 


Resp. Cociente = 4x%+6x?+9 y Residuo =7 


EJERCICIO No (19) 

A) Efectuar cada una de las siguientes divisiones 
(1) (122 +2x+3) :(3x-2); (2) (6x7 +7x%+3x+4) :(2x%+3x+2); 
(3) (104 +21 -19x?-15x-6) :(5x?+3x+1); (4) (x-1+2 -6x%) :(2x +1) ; 
(5) (44 -6x-6 +4x +4 +2) :(4-6); (6) (¿+4 +44+28): 041); 
1uasntra 2): 041); (8) (6 -5x?-8x+3) :(2x-3) ; 
(9) (8x? -10x3 +3 -3x-8) :12x%-x+3); (10) (0 -2x*-2x +4x*+x44) :(x-2) ; 
(11) 0422-23 -3x4+4) :(xé+2x-1)0 5 (12) +2 4x2 4x3) :00 42) ; 


(13) (xP +2 -3 +2x% -5x) :(x -3) 





B) Calcular el cociente y el residuo de cada una de las siguientes divisiones aplicando Ruffini 
(14) (0 +4x2-5x+1) :(x+1)5 (15) (5479 +82 +5x+3) :(x+2); (16) (4% +x-8) :(x-12) ; 


(17) (3 +4x? -4ax-6a?) :(x-a); (18) (4 —61x?+5x+4) :(x-21) ; 


(19) (3x+x?-10) a +): (20) 04 +x) (e 3): (21) 04 + 2x? +5x-— 24 2) (+2); 


(22) (5% +30 +8%) :(x+ a ) (23) 04 +131x2+5x+4/ 31) po Í3, 





C) Calcular el cociente y el residuo de cada una de las siguientes divisiones aplicando Ruffini 


1284) (23 +42 +2x+4) :(2x-3); (25) (2% +4x+10) (2x+ 3 )' 


(26) (4 -6x?+10x-8) :11-2x); (27) (4 -4x? +2) ¿(Max d2). 

0 A AN SA | E ENERO 
(28) pos SR +2 6) :(2x 1): (29) (+ pS Ja ÁS ye 
(30) (5mx +2? + —5mx+4m) :(2x+1); (31)12% +(2-i)+311:( + =p) 
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D) Calcular el cociente y el residuo de cada una de las siguientes divisiones aplicando Ruffini 
(32) (4% +6 + 3-8):04+1): (33) (-6x +2x 4 2x2 +6) :(é =4 2) ; 


(34) 1414 +6 +(2+41)1:(2x? -2i) 


RESPUESTAS 





(1) CC =4x=2: AR =7; (2):C =3x-1;R =6; 
(3) C =2x?*+3x-6;R =0; (4) C =x-3;R =2; 

(5) C=x2+x+1;R =8; (6) C =x2%+2; R =6; 

(7) C=x*-1;R =0; (8) C =3x*+2x-1; R =0; 

(9) C =4x?-3x-6; R =10; (10) C =x*-2x%+1; R =6; 

(11) C=x*-2; R =x+2; (12) C =x*-1; R =x?+x-1; 

(13) C =x9+2x; R =2x*+x; (14) C =6x?-2x-3; R =4; 

(15) C =5x-3x?+14x-23; R =49; (16) C =4x+1+4/2; R =42; 
(17) C =3x*+(4+3a)x+3a?*; R =-3a?; 


(18) C =4+2ix+1; R =4+2i: 


2 | 
SI A e O, 

(19) C=x ++ q NR => 75 
== EA os O 


(21) € e, Y, R js 2. 





2 á 
(22) C A R = Lex. 
(23) € = 2-28 “li R=- [3, (24) C 0 O, R = 2, 
25)0=*- +2 R ==, 


(26) C = -2x?2+3x-5; R =-4; (27) C =X2x?-242x; R = -; 


| DE. De TE > Z8l, 
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(29) C = 2x?-5x+20; R = -30; 


mp _5m+1.2,5m+9_ ,9-35m, y _ 29m+9, 
(30) C = IN E ¡Rda RÁ 


(31) C =4x2+8ix+2i; R =-9-2; (32) C =4xP+2%-1; R =-7; 


(33) € = -6x-6/2x*-10x?-9 2; R = -12; 


(34) C =2ixP-2xX*+ix?-i; R =2+2i 





Valor numérico de un polinomio 





El valor numérico de un polinomio, para determinado valor de la variable, es el número que se 
obtiene cuando se sustituye en el polinomio la variable por su valor y se efectúan las operaciones 


indicadas. 


A) Determinar el valor numérico de cada uno de los siguientes polinomios, para el valor de la 
variable que se indica en cada caso. 


al) 32+2x-4; para x=3; b) 4x-5x*%+3x-4; para x=-1; 


| 


| Xx ; 1 e 
cl + Et: para x= 





En cada caso. sustituimos la x por el valor que nos dan, y después efectuamos operaciones hasta 
llegar a un número, el cual es el valor numérico del polinomio. 


a) 3x?*+2x-4; para x =3 
3x2 +2x-4 = 3(3)7+2(3) -4 = 27+6-4 = 29 | Resp. a) 29 
b) br -5É+ ZA: para Y = Sl E 


4% -5:2+3x-4 = 4-19 -51-1)2 +31 -1)-4 = -4-5-3-4 = -16 


| Resp. b) —16 











1 13 ly 1 
3 4x2 a Ka Me loz). : 
RH > SS O A 
l-3) (7) E E 7 
E A A A E A 





eE e tr IO PARA 36 35 
E 48 48 Mati 
3) Dadas las funciones polinómicas pix) =3-2x+3; al) == 4x2 y 10 - 25,2 


determinar: 3) p(2); Dl q(-1); C) e( +) 





En cada caso nos dan las funciones polinómicas, y nos piden hallar la imagen para un determinado 
valor de la varible, o de otra manera, nos piden que hallemos el valor numérico del polinomio para un 
valor de la variable. 


8) Determinar p(2), significa que en la función p(x) tenemos que sustituir x por 2 y después 
efectuamos operaciones hasta llegar a un número, que es la imagen. 


px) =>3%-2x?+3; para x=2 > p(2) =(2)9-2(2)2+3 =8-8+3 =3 


| Resp. 8) p(2) = 3 


El mismo procedimiento empleamos para los ejercicios b) y e) 


9) qa) => 4x2; para x=-1 3 q(-1) =(-1)5-(-1)9+(-1)? =-14+14+1 =1 


| Resp. b) g(-1) =1 








iz? 
roy 2042 para x= > > (+) A) Az). 
1 
8 3 15+16 31 
e to = too -5 | Resp. cl (+) =5% 





Cl Dadas las funciones polinómicas; px = PA: al =x*- ai 
ri) =2%+x-1 y sd =x-6 determinar: 2) p(2)+q[(-1); D) s(4) +r(—2) ; 
Cl p(3) —q(0) +r(—-3)—s(10); 4% p(—1)lq(1) +r(1)1; 8) [r(1) +s(2)llq(2) —p(0)] 





En cada caso determinamos el valor numérico de cada polinomio, para después efectuar las 
operaciones indicadas. 


a) p(2) +al 1) 
px) =2+D2-x+2 > p(2) = 21299 +3(2)?-(2)+2 = 16+12-2+2 =28 » p(2) = 28 


q) =*=2+1 2 qui) = (-%-1-1)241 =1-141=1 3 q) =1 


p(2)+q(-1) = 28+1 = 29 | Resp. a) 29 
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b) s(4) +r(-—2) 


six) =x-6 >» s(4) =(4)-6 =-2 3 s(4) = -2 
ri) =2x?2+x-1 3 r(-2) = 2-2*+(-2)-1 =8-2-1=5 > r(-2) =5 


s(4) +r(-2) = -2+5 =3 'Resp.b) 3 


c) p(3) -q(0) +r( —3) —s(10) 


pix) =2+3x*-x+2 + p(3) = 2(3)?+313)*-(3)+2 =54-27-3+2 =26 + p(3) = 26 
ax) =x*-x2+1 +» ql0) =(0)*-(012+1 =1 > a(0) =1 
rx) =2x*+x-1 3 r(=3) = 2(-3)1%+(-3)-1 =18-3-1 =14 3 r(-3) =14 
six) =x-6 >» s(10) =(10)-6 =4 > s(10) = 4 


p(3) -q(0) +r( -3)-s(10) = 26-1+14-4 = 35 | Resp. c) 35 


d) pl-1)q(1) +r(1)] 


px) =28+3x2=x4+2 2» pl-1) = A-1)+3-1)2-(-1)+2 = -2+3+1+2=4 > p(-1) =4 
quo =é-=x?+1 3 q) =(1-(092+1 =1-14+1=1 3 q(1) =1 
rx) =2%+x-1 > 5(1) =2(1)%+1-1 =2+1-1=2 3 r(1) =2 
p(-1)q(1) +r(1)] = 4(1+2) =12 Resp. d) 12 


e) Ir( —1) +s(2) llq( 2) —p(0)] 


rx) =2%2+x-1 >» r(-1) =2-1)2+(-1)-1 =2-1-1=0 > r(-1) =0 
six) =x-6 >» s(2) =(2)-6 =-4 3 s(2) = -4 
ab) =x*-2+1 3 q(2) =(21%-(2)2+1 = 16-4+1 =13 » q(2) = 13 
pix) = 2% +3x?-x+2 + p(0) = 2(0)9+3(0)2-(0)+2 =2 3 pl0) =2 
[r( 1) +s(2)]lg(2) —p(0)] = [0-4][13-2] =1-4)(11) = -—44 
| Resp. e) -44 


| Teorema del residuo ' 


En la división de polinomios con una variable tiene interes especial el caso en que el divisor es de la 
forma (x—a), pues tiene numerosas aplicaciones. 


Por definición de división, sabemos que el dividendo es igual al divisor por el cociente más el 
residuo. 


Cuando dividimos el polinomio p(x) por el binomio (x-a) podemos escribir. 
pi = (x—-a)-cl) +R 
Esta igualdad se verifica para cualquier valor de x. 


En esta división se cumple, que el polinomio cociente es una unidad menor que el grado de plx). 


El residuo [R es una cantidad constante, porque estamos dividiendo por (x—a), de grado 1, y 
sabemos que el grado del residuo tiene que ser menor que el grado del divisor. 


Veamos qué ocurre cuando en la igualdad anterior sustituimos el valor de x por a 
pix) =(x-a)-clx)+R; para x=a >» pla) = (a-a):cl(a)+R =0+R =R 


es decir, que el valor numérico del polinomio p(x), para x = a, es igual al residuo que resulta de dividir 
el polinomio p(x) entre el binomio (x-a). 


Esta propiedad se llama teorema del residuo. 


Aj Calcular el valor numérico del polinomio pix) = 3x?—x+6 para x =2 





El valor numérico del polinomio lo podemos calcular de tres manera; 1%) Sustituyendo el valor de x 
por 2; 2%) Calculando el residuo que resulta de dividir p(x) entre (x-2); 23% Calculando el residuo 
aplicando Rutffini. 


1% Cálculo del valor numérico 


pb) =3x-x+6; para x=2 >» p(2) =3(2)?-(2)+6 = 12-2+6 =16 3 p(2) =16 


2%) Cálculo del residuo de dividir pix) entre (x-—2) 


aé—x+6 | x-2 
HF 3x+5 
0+5x+6 
-5xer10 


0+16 » R =16 
3%) La división anterior por Ruffini es: (3x*-x+6) :(x-—2) 


a =1 6 
10 


5 16 4 R=16 


Estamos estudiando la relación que hay entre el valor numérico de un polinomio para x =a yel 
residuo cuando este se divide entre (x-a), y hemos llegado a la conclusión de que el valor numérico 
para x =a es igual al residuo que resulta de dividirlo por (x-—a) y viceversa. 





Vamos a generalizar cuando dividimos por (ax+b), para que el residuo sea igual al valor numérico. 
En la igualdad de la división >+ D(x) =d(x)-c(x)+R, para que el valor numérico del dividendo sea 
igual al residuo se tiene que cumplir que el valor numérico del divisor sea cero, es decir: 
Dix) =díx)«c(x)+R; si díx) =0, entonces D(x) =R 


Cuando estamos dividiendo por (ax+b), para que este binomio valga cero, x tiene que valer: 


axtb=0 >» x=-2 


En la expresión DO) =(lax+b)-+c(x)+R para x=- > se cumple: 


(7) = la) +0]: 3) + 


o(-2) =1- b+b]- e(-2)+r =0- e(-2)+r =0+R > o(-2)=r 


Resumen.- Cuando tenemos que calcular el residuo que resulta de dividir un polinomio plx) entre un 
binomio de la forma (ax+b), igualamos este divisor a cero, calculamos el valor de x en esta ecuación 
y finalmente calculamos el residuo o hallando el valor numérico del polinomio o dividiendo o aplicando 
Ruffini. 





E) Calcular el residuo que resulta de dividir el polinomio px) = 4x?—6x-4, por el binomio (2x+1) 





El residuo que resulta de dividir el polinomio p(x) entre el binomio (2x+1) podemos realizarlo: 
a) Efectuando la división en forma tradicional; bj) Aplicando Ruffini y «c) Aplicando el teorema del 
residuo. 


al Cálculo del residuo efectuando la división 
AX —6x-4 |2x+1 
4% 2x 2x-4 


0-8x=4 
Bt 


0> R=0 | Resp.a) R =0 


b) Cálculo del residuo aplicando Ruffini 


Igulamos el divisor a cero y en la ecuación resultante calculamos Xx; 2x+1 =0 + x =-— +; Ahora 
aplicamos Ruffini para este valor de x. 





| Resp.bj) R =0 


c) Cálculo del residuo aplicando el teorema del residuo 


Igualamos el divisor a cero y en la ecuación resultante calculamos x; 2x+1 =0 3» x =-— -; 
Ahora calculamos el valor numérico del polinomio para este valor de x. 
px) =4x?*-6x-4; para x = o 


E) a E) OF) + ($) 1904 =113-6 =0 


| Resp. c) R=0 


VA 


€) Calcular el valor de m para que el polinomio pix) = 24 +mx+6, sea divisible por (x-3) 


En este ejercicio podemos ver la aplicación del teorema del residuo. 


como el polinomio tiene que ser divisible, significa que el residuo vale cero. 
Si efectuamos la división tradicional, cuando llegamos al residuo lo igualamos a cero y resolvemos 


la ecuación en m que nos resulta. 
Si aplicamos el teorema del residuo, simplemente calculamos el valor numérico del polinomio para 
x-3=0 + x =3;lo igualamos a cero y resolvemos la ecuación resultante. 


pix) =2%+mx+6; para x=3 > p(3) = Residuo =0 
= -20 


pi3) = ADAME =0 + 54+3mM+6 =0 + 60+3m=0 >» m 
| Resp. m = —20 


sea divisible por (2x—1) 








D) Calcular el valor de m para que el polinomio oí = 4 +6x-m, 

A ———__ A a 
Aplicando el teorema del residuo resulta : 
pix) para x = = Residuo = 0 


>: 


2x=1 =0 + x= 
pix) = 4x*+6x-m:; para x = > 


A( 7 )+3-m =0 + I+3-m=0 + m=4 





xa) =+3 +m-x+n, calcular m y n para que sea divisible por 


E) Dado el polinomio pl 
(x-2) y por (2x+1). 





En este caso aplicamos el teorema del residuo dos veces. 
x=2=0 + x=2; para x=2 > p(2) = Residuo =0 


pix) =>*+23x +mx?-x+n: 


p(2) =(23+3(2)9+m(2)2-(2)+n =0 3 16+24+4m-2+n =0 
ám+n = -38 3 (A) 


para x=32 


(- +) = Residuo =0 


PY (joe 


dl 
A 
e E+* E+rtm=0 > 1-6+4m+8+16n =0 
4m+16n = -3 >» (B) 
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(A) y (B) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que resolvemos por cualquiera 


de los métodos conocidos. 197 - 
| Resp. m = 75”; hs 





F) El polinomio p(x) = mé -—5+n, es divisible por (x-=2) y al dividirlo por (2x—1) el residuo 
es -51/4. Calcular m y n 


Procedemos como en el problema anterior 
x-2=0 > X=2; para x=2 >» p(2) = Residuo = 0 
ox) =mX-5x2+n; para x=2 >» p(2) =m(2)* -5(2)2+n =0 


8m-20+n =0 3 8m+n=20 » (A) 


210 y 22 +: para x= > > (+) = Residuo =-Y 
pod) =m-53+n; para x = > 3 (+) = (+ ($) + a A 


q 3 +n = 2 + m-10+8n =-102 > m+8n =-92 3 (B) 


(A) y (B) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que resolvemos por cualquiera 
de los métodos conocidos. 


| Resp. m=4 y n =-12 


G) EJ polinomio pix) = 3 +mx -9x? -5x+n, es divisible por (x?—1). Calcular m y n 








Como el binomio divisor (x*—1) es de 2% arado no podemos aplicar el teorema del residuo, pero 
Lé-1) = (x+1)0—1), que son de primer grado. 


Ahora aplicamos la propiedad de que si un polinomio es divisible por el producto de dos polinomios, 
tambien es divisible por cada uno de ellos, por lo tanto, en el caso que nos ocupa, p(x) es divisible por 
(x+1) y por (x—1), por lo tanto: 

x+1=0:3» X=-7%; para x=-1 >» pí(—-1) = Residuo =0 
pod =3x*+mxX-9%-5x+n; para x=-1 


pl=1) = 4-1) +m1(-1) -9 -1)2-5(-1)+n =0 3 3-m-9+5+n =0 
nm =1 3 (A) 


x-1=0 » X=; para x=1 >»p(1) = Residuo =0 
pix) = 3 +mxX-9*-Bx+n; para x= 1 
p(1) =3(1)4+m(1)?-9/1)42—5(1)+n =0 3 3+m-9-5+n =0 


netm=11 + (B) 


= 119 = 


(A) y (B) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que resolvemos por cualquiera 
de los métodos conocidos 


Resp. m=5yn=6 


Divisibilidad por (x-a) 





En el teorema del residuo hemos dicho que si el polinomio pix) es divisible por (x-a), entonces 
E 0, e inversamente, si un polinomio px), para x = a, pla) = 0, entonces píx) es divisible por 
De igual forma hemos probado que: 
al pix) es divisible por (x+a) si y solamente si p(—a) =0 
b) pQd es divisible por (bx—a), si y solamente si p( $) =0 


Cc) p(x) es divisible por (bx+a), si y solamente si p(- >) = 0 





Divisibilidad de x"+a" por (xa) 


Vamos a estudiar unos casos particulares de divisibilidad, que se usan en la racionalización de 
fracciones de denominador binomio, formado por raíces cuyo índice es superior a dos. 





a) Caso p(x) =x"-a", para a + 0, dividido por (x—a) 
| pd =x"-a"% para x=a >» p(a) =la)J”-a” =0 y pla) =0 

Es decir el polinomio píx) = »x"—a" es divisible por el binomio (x—a) para cualquier número entero n 

Efectuando la división (x"—a") :(x-a) resulta: 


gr 


x—a 





=x a Gr nn gn gor 


b) Caso plx) =x"—a”: 





para a+F0, dividido por (x-+a) 
pix) =x"-a"”, para x=-a 3 pl-a) =(-a)"-a", 
para n par,  p(-a) =(-a)"-a" = +a"-a” =0 3 pl-a) =0 


Es decir, el polinomio p(x) =x"-a" es divisible por el binomio (x+a), para cualquier número n 
entero y par. 


Efectuando la división (x"-a") :(x+a) resulta: 


e 
3 A O TA 
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c) Caso px) =x"+a"”; para a+ 0, dividido por (x+a) 
px) =xX"+a" parax=-a >» pl-a) =(-aJ"+a", 
para n impar; p(—a) =(-a)"+a" = -—a"+a” =0 » pl-a) =0 


Es decir, el polinomio pix) =xX"+a" es divisible por (x+a) para cualquier número n entero e 
impar, 


Efectuando la división resulta: 


a: qn E A N=2 + 4 an-1 
Eu 8 T+0"» a di A ESO 





d) Caso plx) =x"+a" para a + 0, dividido por (x—a) 
pix) =x"+a" para x=a > pla) =a +a” =22" +0 


Es decir, el polinomio pix) =x"+a", no es divisible por (x-a) para cualquier número entero n. 
Este tipo de divisiones se utiliza para racionalizar fracciones con denominadores binomios. 


H) Racionalizar la siguiente expresión Y 
ab 





Para racionalizar tenemos que multiplicar y dividir la fracción por una cantidad que anula a las 
raíces, es decir. 
(Ya)? - (41b)? =a-b 


Para lograr esto aplicamos la fórmula del caso a) 


n€ gr . 
E =0 aaa an an 





quitando denominadores resulta: 
pa =(x-a) 00 a atra na tan!) 
Si en esta última expresión consideramos que x = Ya y a =*"“vb paran =3, resulta: 
ato = (arar?) (a +01? 
Efectuando operaciones resulta : 


a-b= AB +? ab +"/b?] 


— ¡MO 


Aquí podemos observar que para que el binomio (¿Ya -*(b) se transforme en (a—b) es necesario 


3 | 3 
multiplicarlo por ( la? +3 (ab + 1 b?). 


Ahora multiplicamos y dividimos la fracción dada por la expresión anterior; así: 


ab Aa?+2fab+ do? abla? +3 a5+ /b? 
3a-2(b az Hab fp a-=b 





EJERCICIO No (20). 


A) Determinar el valor numérico de cada.uno de los siguientes polinomios, para el valor de la 
variable que se indica en cada caso. ' 


(132+2x-1; parax=1; (213x?+4x-3; para x=-2; (34%é-=x; parax =-3; 


(4) DW -4x* 4; para x=-—1!; (5) 4x*—-2x+4; para x = +; (6) 2 —x+! para x = +; 
yz : . 4 2 

E, == E 21, (8 2%_92_1. Da 
2 AG 3 a*' para x 3" 73 5 10" para X 7: 





Bl Dadas las funciones polinómicas plx) = 2x2+3x-10: al) =3Bé=x+1: 

2 
rd) =2*+x y s(x) = Há: Determinar : 
Mas; Maa: MU); (12 5(-$) 





Cl Dadas las funciones polinómicas p(x) =>%+4x-3; ql) =x*-2: 
3 .,2 2 
r(x) = 224 5H : síx) = e + +: Determinar: 


013) pata: (14 r-1-s(-1); (15) (p(2)1-lat—2) +s(-2)] 





D) Calcular el residuo de cada una de las siguientes divisiones aplicando el teorema del 
residuo. 


(16) (5 +62+4) :(x+2); (17) (3+22+6):x-13); (18) (4x7 +52 +1) :(2x+1): 


(019 (0442) :(2x-42): (201 (+3 +x):(x+1): (21) (02 +1) :(2x+3i) 
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E) Calcular el valor de m para que cada una de las siguientes divisiones sea exacta. 
(22) (3 +mx+7) :(x-1); (23) (2mx* +3 + e ) :(x+2); (24) (0 -5x+6) :(x-m) ; 
(25) (4x? -2x-6) :(2x-—m) 


(26) Calcular el valor de m para que: a) Al dividir p(x) = + x —mx+7 por (x—-2) el residuo valga 3; 
b) Al dividir aíx) = 4? +mx?-ix+3 por (x-+i) el residuo valga 4. 


(27) Calcular m y n para que: a) p(x) = 6 +mx*+x=n sea divisible por (x+2) y por (2x+1); 
b) al) =x+mx?-2x+n sea divisible por (x-4 2) y por (x+i) 


(28) Calcular m y n para que: plx) = mx? -14x? -14x+n al dividirlo por (3x—1) el residuo valga 5 y al 
dividirlo por (x—3) el residuo también valga 5. 


(29) Calcular m y n para que: plx) = ax +mx?=nx+1; al dividirlo por (x-2), el residuo es 31 y al 
dividirlo por (2x+3) el residuo es — 1/2, 


(30) Calcular m yn para que: px) = 2 + 3x? =mx=—n, sea divisible por pe 4). 


(31) Calcular m y n para que: p(x) =>3 +mx?+nx-30 sea divisible por (x?—x-6). 


atp”_. b) ja 


(32) Racionalizar cada una de las siguientes expresiones: a) 


RESPUESTAS 

(1) 4: (2) 15 (3) —105; (4) —11; (5) 4: (6) F]: (7) 38 
(8) =$ 19) 173 (10) 2 (10.0 (12) $: (13) -16; 
a E: (15) 8; (16) 12: (17, 39; (18) E; 

(19) e: (20) 1; (21) 223, (22) -10; (23) e 

(24) m; =3; ma, =2; (25) m,; =3; ma = -—2; 

(26) aj m =16; b)m =4i-2; (27) alm =13; n =2; 


bm <=i; n=-2i; (28) m=6; n=11; (29) m =2; n =5; 


(30) m =8; n =12; (31) m =4; n =-11; 





| Raíces de un polinomio 


Los ceros o raíces de un polinomio son los valores de la variable que sustituídos en el polinomio lo 
anulan. 


Un número aes raíz de un polinomio p(x) si se cumple que pla) = 0. 


El teorema del residuo nos dice, que el valor numérico del polinomio px) para x = a, es igual al 
residuo que resulta de dividir p(x) por (x-a). 

Del concepto de raíz de un polinomio y del teorema del residuo llegamos a la conclusión de que si el 
polinomio p(x) tiene como raíz el número a, entonces es divisible por (xa). 

El número de raíces de un polinomio es igual a su mayor grado; un polinomio de tercer grado tiene 
tres raíces, un polinomio de segundo grado tiene dos raíces y un polinomio de primer grado tiene una 


raiz. 
EsEmPLo|_ AA 


A) Dadas las siguientes funciones polinómicas y el conjunto de números, determinar cuáles de 
ellos son raíces. . : 





a)pbd =x*-2x+1; para(1;-1y2); bal =x?-7x-6 para (-1; -2y 3); 


c)r(x) =x-5x2+4 par (1; -1;0 y 3) 





Para que un número sea raíz de un polinomio se tiene que cumplir, que el valor numérico del 
polinomio para dicho número tiene que valer cero, por lo tanto, en cada caso hallamos el valor numérico 
del polinomio para los números dados y el número que origine un valor numérico nulo es raíz del 


polinomio. 
| a) pd =x?-2x+1f para(1; -1 y 2) 


pix) =x2-2x+1; para x=1 > p(1) =(1)2-211)+1 =1-2+1 =0 
| Resp. 1 es raíz 
pix) =x?*-2x+1; parax =-1 >» pl-1) =(-1)2-2(-1)+1 =1+2+1 =4*+0 


| Resp. =*1 no es raíz 


pd) =x*-2x+1; para x=2 > p(2) =(2)2-2(2)+1 =4-4+1 =130 


| Resp. 2 no es raíz 
| b) q) =>-7x-6; para (-1; -2 y 3) 


qx) =X*-7x-6; para x=-1 3 ql-1) =(-10%-7(-1)-6 =-1+7-6=0 
Resp. 1 es raíz 


-2 + q1-2) =1-2*%-7(-2)-6 = -8+14-6 =0 


| Resp. -2es raíz 


!l 


alx) =x*-7x-6; para x 
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ax) =X-7x-6; para x=3 3 q(3) =13)*-71(3)-6 = 27-21-6 =0 
Resp. 3 es ralz 





c) roy =xX*-5:244; para (1; —-1; O y 3) 

r(x) =x*-5x2+4; para x=1 3 5(1) =(1)%-5(1)?+4 = 1-5+4 =0 
| Resp. 1 es raíz 

rx) =x"-5x2+4; para x=-1 3 r(-=1) =(-1)%-5(-1)2+4 =1-5+4 =0 
| Resp. —1es raíz 

o =xX-52+4; para x=0 >» r[0) = (0)*-5(0)?+4 = 4 


Resp. O no es raíz 


rx) =-52+4; para x=3 3 r(3) =(3)%-5(3)?+4 =81-45+4 = 40 
Resp. 3 no es raíz 


Cálculo de las raíces enteras de un 
polinomio de coeficientes enteros 





Cuando un polinomio no tiene término independiente una de sus raíces es cero. 
Cuando una función polinómica es de primer grado, podemos hallar su raíz igualando el polinomio a 
cero y resolviendo la ecuación resultante. 


cmo 


Aj Determinar la raíz de cada uno de los siguientes polinomios : 


an y - Aia: A Y 
a) pd =2x+6; bl ql) =3+4; c)rld =3- 5 





Como son polinomios de primer grado tienen solamente una raíz, y en cada caso igualamos el 
polinomio a cero y después resolvemos la ecuación resultante. 


a) pix) =2+6 + 2x+6=0 > x= = 8 


b) qíx) Hs > XA =0 > 2x+12=0 3 x=-E= 6 


3 3 
| Resp.b) x=-6 


3 


E 53x_1 _ DE a 
cl rod == > > 377 =0 3 10x=3=0 + Xx=30 
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Para determinar las raíces de un polinomio de 2% grado lo igualamos a cero y resolvemos la 
ecuación de 2% grado que nos resulta aplicando la fórmula. 


e 3 ms 
ax +bx+c =0 + xa - bil? ec 


Las raíces de polinomios de 3%, 4%, 5%, etc, grados,con coeficientes enteros,se calculan aplicando la 
siguiente propiedad. 


Sí un número entero a es raíz de un polinomio px], de 
coeficientes enteros, entonces a divide al término inde— 
pendiente de p(x). 


A) Calcular las raíces enteras de p(x) =>9+6x?+11x+6 








Como el polinomio es de 3% grado con coeficientes enteros tiene 3 raíces, que son divisores del 
término independiente (en este caso 6), por lo tanto, calculamos los divisores de 6, y después, por 
tanteos,determinamos cuáles de estos divisores son raíces del polinomio. 


Los tanteos pueden hacerse de dos formas: 


a) Calculando el valor numérico del polinomio para cada uno de los divisores de 6. 
Cuando el valor numérico es cero, ese divisor es raíz del polinomio. 


 b) Aplicando Ruffini con cada uno de los divisores de 6. Cuando el residuo dé cero, ese divisor 
es raíz. 


Ahora vamos a buscar las 3 raíces del polinomio, para lo cual hallamos los divisores de 6, y después, 
determinamos el valor numérico del polinomio con estos divisores para ver cuáles dan cero. 


Los divisores de 6 son: +21; 22; 23 y +6 
plx) =+6x2+11x+86, para x=1 > P(M =(1)%+6(1)2+11(1)+6 =1+6+11+6 =24+0 


| Como el valor numérico del polinomio para x = 1, es diferente de cero, p(1) 40, el número 1 no es 
raíz. 


px) =X*+62+11x+6; para x=-1 > p(-1) =(-1%+6(-1)2+11(-1)+6 =-1+6-11+6 =0 


Como el valor numérico del polinomio para x =—1 es cero, p(-1) =0, —1 es raíz 


px) =x+6x+11x+6; para x=2 + p12) =(27+6(2)2+11(2)+6 =8+24+22+6 =60+0: 
Como p(2) + O; 2 no es raíz. 


px) => +6x*+11x+6; para x=-2 > p(-2) =(-2)9+6(-2)2+11(-2)+6 = -8+24-224+6 =0 
Como pl-2) =0; —2 es raíz. 


= 1% - 


Si hacemos lo mismo para x = 3, p(3) = 120 F O, por lo tanto 3 no es raíz. 


Si hacemos lo mismo para x = —3, p(-3) =0, por lo tanto, —2 es raíz. 
| Resp.-X1 — E ló Xy = 2: X3 = -3 


El orden en que salen las raíces depende de la forma en que se haga el tanteo, pero siempre se 
obtienen las mismas raíces. 


Ahora vamos a resolver el mismo problema aplicando Ruffini y aquí tampoco influye el orden en 
que se hagan los tanteos. 


En este caso, el divisor que produce un residuo cero es una raíz. 
plx) = ASAS RÓ Divisores de 6 + +1; +2; 23 y 26 


Tanteamos por 1 y por -1 


1 6 11 6 | 1 6 11 6 
1 17 18 1 | o -1  -5 -6 
| 1 ? 18 24 =R : 1 5 6 | O =R 
Como el residuo R = 24+0 | Como el residuo R = 0 
1 mo es raíz —1 es raíz 


En la división exacta el cociente es (1 5 6), que equivale a q(x) = x?+5x+6, que igualado a cero 
resulta una ecuación de 2% grado, que podemos resolver aplicando la fórmula correspondiente. 


Si seguimos aplicando Ruffini y tanteamos por 2 y por —2 resulta: 





1 5 6 
2 -2 -2 =6 
1 3 O=R 
Como el residuo R =20%0 Como R =0 
2 no es raíz —-2 es raíz 


El polinomio cociente que nos queda es (1 3), que equivale a x+3, cuya resolución es 
x+3=0 >% x =-—3, por lo tanto, las raíces son: | 
| Resp. Xx =-1; X =-2; Xa =-3 


En forma práctica, la aplicación de Ruffini se hace así: 





Debe entenderse, que cuando el residuo no da cero borramos el número y las operaciones que 


hemos hecho con él y lo sustituímos por otro que dé cero, con el objeto de dejar los números que son 
raíces. 
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E) Resolver la ecuación; 5x* +20 +15?—20x-20 =0 





Como es una ecuación podemos dividir los dos miembros por un mismo número sin que el resultado 
se altere, por lo tanto, dividiendo por 5 resulta: x* +4x9 +3x?-4x-4 =0 


Podemos observar que en la ecuación original el término independiente es 20 y después de dividir 
es 4 y que los divisores de 4 son menos que los divisores de 20. 


Vamos a resolver x*+4x%+2x?*-4x-4 =0 + Divisores de 4 > 2+1:+2:+4 


Ahora aplicamos Ruffini con estos divisores para encontrar residuos nulos. 





1 4 4 
i 4 4 _0 +» x= 
2  -4 
1 2 0 »+x=-2 
-2 





C) Calcular las raíces de plx) =x* +5 +8x? +7x+3 





Procedemos de la misma forma que en el problema anterior; Divisores de 3 + 21 y ¿3 





H Cociente —- 


Los tanteos con los otros divisores no dan residuos cero, lo que indica que el polinomio no tiene 
más raíces enteras. 

Para calcular las dos raíces que faltan igualamos el último:cociente a cero y resolvemos la ecuación 
resultante; así: 


Cociente >=» (1 1 1), esdecir, ix?+1x+1 >» x2+x+1 


A ES ETT TO A + E E E 
- - «21 


2(1) 


| Resp. Xy ==1; Xa =-3; Xa 1H, Xa E E 


D) Calcular el valor de m en plx) = 15-312 +m para que admita como raíz el número 2 y 
después calcular las otras raíces. 





Si el polinomio admite como raíz el número 2, significa que el valor numérico del polinomio para 
x =2 es nulo, por lo tanto: 


px) =15%-31x2+m; para x=2 3 p(2) = 15(2)9 -31(2)2+m =0 
120-124+m =0 >» m=4 | Resp. m =4 
Ahora aplicamos Ruffini para calcular las otras raíces. 


px) =15-31x?+4; divisores de 4 » +1; 22 y £4 






15 -1 -2 0 > x1=2 
L—— Cociente — 


Como en los tanteos con los otros divisores no encontramos más raíces, igualamos el último 
cociente a cero y resolvemos la ecuación resultante; así: 


Cociente (15 -1 —2),es decir, + 15x*-1x-2; 





15x2-x-2 =0, que resuelta da: xo = Y XA =- > 


2 1 
| Resp. Xy = 2; 2 AT 


ani 





E) Resolver la siguiente ecuación x*-ax+2a-2x =0 





x*—ax+t2a-2x=0 » x*-(a+2)x+2a =0; Divisores de 2a + 21; 12; ta; 22a 


1 -(a +2) 2a 
2 -2a 






Cálculo de las raíces fraccionarias de 
un polinomio de coeficientes enteros 





Para calcular las raíces nos apoyamos en la siguiente propiedad. 


El numerador de la raíz divide al término independiente y el 
denominador divide al coeficiente del mayor grado de la 
variable. 





Aj Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 
a) 64+22-24x-8 =0; b) 9x*-37:2+4 =0 





| a) 6x7 +2 -—24x-8 =0 


Podemos dividir los dos miembros de la ecuación por 2, porque los valores de las raíces no se 
alteran. 





6 +2x?-24x-8=0 » Dé+x*-12x-4 =0 
En esta última ecuación el coeficiente del mayor grado de la variable es 3 y el término 
independiente es 4. 


Como el coeficiente de mayor grado de la variable es diferente de 1 (en este caso vale 3) es posible 
que alguna raíz sea fraccionaria. 


Las posibles raíces enteras son divisores del término independiente; divisores de 4 + 31; 32 y*4 
Las posibles raices fraccionarias, tienen como numerador un divisor del término independiente y 
como denominador un divisor del coeficiente de mayor grado de la variable (que en este caso es 3), por 
lo tanto, las posibles raíces fraccionarias son: 2 F' O 
Ahora calculamos las raíces tanteando por Ruffini. 





| Resp. a) X1 == Ag sE =2: X3 =$; 





b) 9x*-37M*+4 =0 


Procedemos como en el problema anterior. 

El coeficiente de mayor grado de la variable es 9 y el término independiente es 4, 

Como el coeficiente del mayor grado de la variable es diferente de 1, (en este caso vale 9) es 
posible que alguna de las raíces sea fraccionaria. 


Los divisores de 4son: +1; 12 y +4: ylos divisores de 9 son; +1;33 y 29. 


Las posibles raíces enteras son divisores de 4 y las posibles raíces fraccionarias tienen como 
numerador un divisor de 4 y como denominador un divisor de 9, por lo tanto, las posibles raíces 
fraccionarias pueden ser: 


Ahora calculamos las raíces tanteando por Ruffini. 





| Resp. b) X7 =2; Xp = 2: Xg = 


| 
E 
1 
wm|- 


EJERCICIO No (21) 


A) Determinar cuáles de los números que se dan junto con cada polinomio son raíces del 


WDobo =2-=x-6; (1:-2:3); (ax) =x3-7x-6; (-1;-2; 3): 


(Sr =é-52 +4; (1:20; (Ms =2+2x2-L-L, (1-2 + nf) 





B) Determinar las raíces de cada una de las siguientes funciones polinómicas de primer grado. 


(5) p00 =4x=6; (Bara =2+ 7: roo +45; (8) 510 = 23, 


(Org BELL (10) 9 + 22 








€) Calcular las raíces de cada uno de los siguientes polinomios. 
(10 pro =>-7x-6: (12) 900) =3-8x2+17x-10; (13) 11) =x?+2x2-5x-6: 
(14) $00 =+3x?-10x-24; (15)t100 =2+3x2-10x-24: (16) ux) =x3+5x2-2x-24 





D) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 
(+7). 10x*-20x?+10 =0; (181 22+3x2-18x+8 =0; (1x3 +x?=x-1 =0: 
(201 3+3?+2x+ax?+3ax+2a =0; (21)x3+ax?+2ax-bx?-2ab+2x2-abx-2bx =0: 


(221 +bx ax? +x?+bx-ax—abx-ab =0; (231x3-2x2-15x-Vax?+2Xax+15Ía =0 
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E) Calcular las raíces de cada uno de los siguientes polinomios. 
(24) py =44-5x2+1; (25) ao = 15 -22x?-15x-2; (26) 11x) =4x*-17x+4; 
(27%) std =4*-3Hé+9; (28) (0 =6%-11%-2x+2; (29) ul) = 12 +4x?-3x-1; 


130) El polinomio p(x) = xXx +ax?+x?+ax-6x-6a se anula para x =-—a. Calcular el valor de sus 
raices. 


(31) El polinomio p(x) =x*+4x +ax? -22x+b, tiene como raíces los números 1 y 2. Calcular a y b. 


RESPUESTAS 





(1) no <=28) Desi; (2) si 281; st; 19) 1 si; 


¿sh ds (49 -1 05 —2 el; > si; -+ si; (5) x = >: 
iaa Lo 2 Es sE 
(10) x= $; (11) x =-1; 2 =-2; x3 =3; (12) xy =1; 


xs =2 14.=58; (19) xi =-t; 0 =2; x ="3; 

(141 x1 =-2; Xx2 =3; xa =-4; (15) xy =-2; x2 =3; Xx =-4; 
(16) xy =2; Xx =-3; xa =-4; (17) xy =1; x =1; 

Y 

7 

(19) y =1: xo =-1; Xy =-1; (20) xy =:-1; Xo = -2; 


Xx =-=1%x =-"; (18) xa =2; x =-4; Xx = 


Xa =-a; (21) Xx =-a; X =b; Xy =:-2; 


(22) xy =a; xx =-1;x =-b; (23) xa =da; x2 =5; xy = -3; 
1 1 
(240 a =1 2 =-11%=7:M=->3: 


(25) X1 =2; Xx? =-+ X3 =-—+; 


(26) xy =-2; x2 = 2; Xx =-Lbi x= + 
(27) xy =-3; X2 =3; x3 =-+; X4 = -; 
(28) xy =2; x a a 

1 : X2 7. Xx 3 
(29) == =$; 


(30) xy =-3; xo =2; Xa =-3; (31) a =-7; b=24 
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Factorización de polinomios 





Un polinomio cualquiera es igual al producto del coeficiente de 
mayor grado de la variable por los binomios formados por x 
menos cada una de las raices. 


Factorizar cada uno de los siguientes polinomios: 


a) p(x) = 2x*-12x2+64; b) qíx) =x?+5x +8x?+7x+3; 
c) r(x) =x*-2b?x2+b*; d) s(x) = a?-ab?-ac? -abc+b*c+bc* 





En todos los casos calculamos las raíces aplicando Ruffini y después la factorización es igual al 
oroducto del último cociente por los binomios formados por x menos cada una de las raíces. 


| a) pd = 2-12 +64 





Mx último cociente 


| Resp. a) pl) =2-12x+64 = 2(x+2)(x-4)(x-4) = 2(x+2) (x-4)* 


| bi quo =* +5 +8 +7x+3 


0 + M4 =-—1 





== 


* último cociente = vé + Ix+ 1 


| Resp. b) qbo =x4+5 +82 +7x4+3 = Dé +x+1) (x+ 1) (x+3) 
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| a) rbd) =x*-2b%+b* 


Los divisores de b% son: +1; tb; + 





| Resp. C) r(x) =x*-2b*x?+b* = (1)(x-b)tx-b)(x+b)0c+b) = (x-b)*(x+b)? 





d) std =a?-—ab?-ac? —abc+b*c+bc? 
Ordenamos el polinomio con relación a la letra a para poder aplicar Ruffini. 
a? -ab?-ac?-abc+b?c+bc? = a7+(-b?-c?—bc)a+(b?c+bc?) 


El término independiente, (b?c+bc?), lo factorizarmos para determinar sus divisores y así poder 
aplicar Ruffini. 


b?c+bc? =bc(b+c); los divisores son: +b; tc; y 2 (b+c) 


1 0  t-bi-c2=b0) (b2e+be? 
(—b?c—bc?) 
LO 3 Xx =b 
0, x= 





| Resp. d) s(x) =a?—ab?-ac?-abc+b?c+bc? = (a—-b)(a—c)(a+b+c) 


Raíces complejas de un polinomio con coeficientes reales.- si un polinomio con coeficientes 


reales admite una raíz compleja también admite su raíz conjugada, por lo tanto, si un polinomio es de 
grado impar, por lo menos una de sus raíces es real. 


Cálculo de las raíces irracionales de un polinomio.- El cálculo de las raíces irracionales es muy 
laboriosa, y hay varios métodos, con los cuales se consigue la 
aproximación deseada. 


Se van calculando los valores numéricos para números enteros, con el 
objeto de ver cuando dicho valor cambia de signo. 


En el gráfico adjunto, para 1 el valor es positivo y para 2 es negativo, lo 
cual indica que entre 1 y 2 la curva corta al eje horizontal. 





A partir de este momento se van calculando valores numéricos para 1,1; 1,2; 1,3; etc, hasta 
conseguir que el valor numérico se aproxime a cero tanto como nosotros queramos. 


Simplificación de fracciones aplicando Ruffini 





En muchos casos, y sobre todo, en matemática más avanzada es muy importante la simplificación 
de fracciones, para lo cual se factorizan el numerador y el denominador, para después eliminar los 


factores comunes. 
unos 


A) Simplificar cada una de las siguientes fracciones: 


xl. py Penta, y amado oio? 
+47 +5x+2 xi-a3x+2  a3-3a?b+3ab*? -—b* 


A AA — 
En todos los casos factorizamos el numerador y el denominador aplicando Ruffini. 
x?-3x-2 


+4 ?+5x+2 


Numerador + x*-3x-2 





Factorización + x*-3x-2 =(x+1)(x+1)(x-2) 


= 129 — 


Denominador + x*+4x*%+5x+2 





Factorización >= +42 = (x4 1) (x+1)(x+2) 


Ahora llevamos estas factorizaciones a la fracción dada y simplificamos; así; 


Ax 3x2 _ eHiTbeamix-2) _ 


= x=2 Resp. a) 2 2 
+45 +2 AEMDEATI(XFZ)  x+2 Bons x3+4x2+5x+2 X+2 





b) tx? -5x43 
x9-23x+2 


Numerador > x*"+x*-5x+3 








e Cociente = 1-2x+ l a 30, PAN 1 


Como no encontramos más números que den un residuo cero, la factorización de este polinomio es 
igual al último cociente por x menos la raíz. 


Factorización = x*+x2*-5x+3 = (x?-2x+1)(x+3) 


Denominador + x*-3x+2 





NY] 
$ Cociente = x?-2x+ 1 


Igual que en el caso anterior no encontramos más números que den residuo cero, por lo tanto, la 
factorización es igual al último cociente por x menos la raíz. 


Factorización + x*-3x+2 =(x?-2x+1)(x+2) 
Llevando estas factorizaciones a la fracción resulta: 





3 ' "1 
Ax 543 Ex Bx+3 ADE) 3 Resp. by EXP ABXH3 _ 43 
x9-3x+2  4e2retix+2) X+2 de, x3-3x+2 x+2 


e) a? —ab?*-a*b+b* 
- a-3a*b+3ab? —b* 
Ordenamos el numerador y el denominador con relación a la letra a y después aplicamos Ruffini 


para factorizar. 
Numerador » ad-ab?-a?b+b? =a?-ba?-b%a+b* 





Factorización » a3—ba?-b?a+b? =(a-b)(a-b)(a+b) = (a-b)*(a+b) 
Denominador + a*-3a?*b+3ab?*-b* =a?-3ba? +3b%a-b* 


1 —Z3hb 3b? -p? 





Factorización » a*-3ba*+3b*%a-b? =(a-b)(a—b)lla—b) = (a-—b)* 


Llevando estas factorizaciones a la fracción resulta : 
a? -ab?-a?b+b?__(a-b)(a+b) _artb 
aó -3a?b+3ab? —b* ta=b)3 a=b 
a? —ab?*-a*b+b? 


atrb 
Hum ad-3a?%b+3ab?-b? 27D 
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_ Verdadero valor de una fracción 
Sabemos que el quebrado = es una indeterminación,es decir, que no sabemos su valor. 


Un cero se puede originar en una suma algebraica y también en un producto, y en este caso, si el 
producto de varios factores da cero, significa que, por lo menos, uno de los factores es cero. 
y ed AS 0 
Cuando al calcular el valor numérico de una fracción resulta la indeterminación —, la podemos 
eliminar factorizando el numerador y el denominador aplicando Ruffini para el valor de la variable que 


origina el cero,tantas veces como sea posible, simplificamos la fracción y volvemos a calcular el valor 
numérico de la fracción resultante. 


EJEMPLOS e 


A) Calcular el verdadero valor de las siguientes fracciones para el valor que se indica en cada 





caso. 
-3x+2 47H 16412 
a) ==; para x=2; db —__——_—_—_—=. para x=-2 
x+x—6 x* +x2?-8x-12 
—3x +2 | : 
a) 42, para x=2  Sustituyendo valores resulta: 
A+x—6 


O 
Para x=2 y E=2£_L0EESI2)1 +2 _4-6t2_ 0 
tre (Moe  PFZA O 


Como nos ha resultado un valor indeterminado, para eliminar esta indeterminación factorizamos el 
numerador y el denominador aplicando Ruffini para x = 2. 


Numerador => x?-3x+2 


x-=3x+2 =(x-2)(x-1) 


x+x-6 =(x-2)(x+3) 





Llevando estas factorizaciones a la fracción dada y simplificando resulta : 


-3x+2 _ A TE A a E. x-=1 _ 2-1 1 : 
ae. Debes xt Pax=2 + 3=23= 37 | Resp. a) 7 
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Observación. -— En este problema podemos darnos cuenta de que quien origina los ceros del numerador 
y del denominador es el factor (x—-2), pues para x =2 vale (2-2) =0, por lo tanto, en estos casos no 
debemos buscar todas las raíces, sino aplicar Ruffini tantas veces como se pueda para el valor de x que 


origina la indeterminación. 


x? 4+4-8x-12 
Procedemos de la misma forma que en el problema anterior. 
A 4716412 _ 1 2)9+7(-2)%+161 -2) +12 _-8+28-32+12 _ O 
xa 12  (-2*+(-2)17-8(-2)-12 -8+4+16-12 0 


+A 16412, 
NAAA O AS 


Igual que en el caso anterior, eliminamos la indeterminación factorizando el numerador y el deno— 
minador aplicando Ruffini solamente para x = —2, tantas veces como podamos en cada caso. 


Numerador +» x*+7x*%+16x+12 


1 7 16 12 
2 -10. -12 










Último cociente = x+ 3 


Factorización >» x?+7x*+16x+12 = (x+3) (x+ 2) (x+2) 


Denominador >» *x?+x*-8x-12 





último cociente = x-3 


Factorización + x*+x*-8x-12 = (x-3)(x+2)(x+2) 


Llevando estas factorizaciones a la fracción dada y simplificando resulta : 


AA TDÉR1I6 412 _ (x +32 DR2 _2X43. dara a 2» ABLA 
aer 12 3 LaIbe2 3 x-37=2-37 5 
1 
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Método de los coeficientes indeterminados 


Este método se emplea para determinar polinomios apoyándose en las propiedades de la igualdad 
de polinomios, o en las propiedades de la división, etc, y su nombre se debe a que a los coeficientes de 
los polinomios que vamos a calcular les asignamos letras, cuyo valor vamos a calcular. 


Generalmente se llega a un sistema de varias ecuaciones con varias incógnitas, cuya resolución. en 
algunos casos es muy laboriosa. 


EJEMPLOS 


A) Aplicando el método de los coeficientes indeterminados calcular el cociente y el residuo de 
la siguiente división. 
(4x7 +2 -3x+2) :(xé -2x+5) 
PC A A id 


El grado del cociente es igual a la diferencia de los grados del dividendo y del divisor (En este caso 
30-20 = 1%) y la forma general de un polinomio de primer arado es Ax+B, por lo tanto: 


Dividendo = Divisor x Cociente + Residuo > (1) 


Dividendo +» 4x*%+x*-3x+2; Divisor + x2-2x+5; el grado del polinomio cociente es igual a 
la diferencia de los grados del dividendo y del divisor; 3%—2% = 1%, cuya forma general es Ax+B. 

El grado del polinomio residuo es un grado inferior al grado del polinomio divisor; 20-1% = 10; cuya 
forma general es Cx+D. 





Observación. - Hay que colocar letras diferentes a cada polinomio para diferenciarlos en el transcurso 
del problema. 
Llevando estos polinomios a la fórmula (1) resulta: 


ARE +2 = (xé —2x +5) MAx+B)+(Cx+D) 
F— Dividendo —— HDivisor —+Cociente + Residuo 


Ahora efectuamos operaciones y agrupamos términos semejantes. 


4 3x2 = Ar +Bx?—2Ax? -2Bx+5Ax+5B+Cx+D 
40m 3x+2 = Ax B-2A)x2+(0+5A-2B)x+(5B+D) 


Como estos dos polinomios son iguales, los coeficientes de igual grado de la variable son iguales, 
por lo tanto: 


Coeficientes de x? + 4=A >» A=4 
Coeficientes de x? + 1=B-2A + 1=B-24) +» 1=B-8 > B=9 
Coeficientes de x + -3 =C+5A-2B =C+5(4)-2(9) > -3=C+20-18 » C-5 


Término independiente dex + 2 =5B+D =5(9+D >» 2=45+D >» D =-43 


Sustituyendo el valor de estas letras en los polinomios que buscamos resulta : 


Polinomio cociente + Ax+B =4x+9 


Polinomio residuo + Cx+D = —5x-43 
Resp. Cociente = 4x+9; Residuo = —5x-43 


, A 
[ij Aplicando coeficientes indeterminados calcular el cociente y el residuo de la siguiente 
división. 
A 414 4x4 17) :(3 +5) 
__— Qq.  ——o———— A 
Procedemos como en el problema anterior. 
Grado del dividendo 4: grado del divisor 2; grado del cociente 4-2 =2 y grado del residuo 2-1 =1 


Forma general del cociente + AÉ+Bx+C y del residuo + Dx+E 
Sustituyendo estos polinomios en la fórmula => D(x) = d(x) -c(x) +r(x) 


ARA = (DÉ ADA +Bx+C)+1Dx+E) 
Lk——— Dividendo ——= PDivisor 4 Cociente 4 FResiduo 


Ahora efectuamos las operaciones que están indicadas en el segundo miembro. 
Ax2+Bx +C 
3x*+5 
3Ax* +3Bx? +3Cx* 
5Ax?* +5Bx+5C 
Residuo + Dx*+ E 
3Ax%+3Bx? +13C+5A)x*+(5B+D)x+(5C+E) 


ACRHIAAARAT = 3Ax%+3BX +13C0+54)x?+(5B +D)x+(5C+E) 


Como los polinomios son iguales, los coeficientes de igual grado de x son iguales, por lo tanto: 


Coeficientes de xX* + 3=3A + A=1 

coeficientes de x* >» 0=3B > B=0 

coeficientes de x? + 14 =3C+5A + 14 =3C+5 + C =3 
coeficientes de x + 1=5B+D »+ 1=0+D + D=1 
Término independiente + 17 =5C+E > 17 =15+E + E=2 


Sustituyendo el valor de estas letras en los polinomios que buscamos resulta: 


Polinomio cociente >» AX+Bx+C = xx +0x+3 
Polinomio residuo + Dx+E =x+2 
Resp. Cociente =x*+3; Residuo =x+2 
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C) Calcular el valor de m para que el polinomio —4x*+19%-—16x? + mx, sea divisible 
por 4x? -3x 
AAA —— 
Aplicamos coeficientes indeterminados y razonamos como en los problemas anteriores. 
Grado del dividendo 4; grado del divisor 2; grado del cociente 4-2 = 2 y grado del residuo cero, 
porque es divisible. 
Forma del cociente +Ax*+Bx+C, y del residuo cero. 


Sustituyendo estos polinomios en D(x) = d(x)-c(0) +R resulta : 
-4x +19 -16x2 +mx = (4x2 -3x)(Ax?+Bx+C) +0 
Dividendo Divisor * Cociome . Residuo 
Este producto lo vamos a efectuar en forma sintética 


44 lÉ- 4B LL 40 | x 
-3A -38_| -30 
4Ax* +(48-3A)x* +(4C-3B)x? -3Cx 


Igualamos los polinomios 
-4x* +19 -16x2+mx = 4Ax*+(48-3ADÓ +(4C-3B)x? -3Cx 


Como los polinomios son iguales, igualamos los coeficientes de igual grado de la x y después 


resolvemos las ecuaciones resultantes. 


Coeficientes de xXx? > -4=%A 3 A=-1 
coeficientes de Xx + 19 =4B-3A =4B-3(-1) + 16=4B > B=4 
716 =4C-3B > -16 =4C-3(4) + -4=4C + C=-1 


| Resp. m=-=3 








coeficientes de x* 3 
coeficientes de x > m=-3C =-3-1)=3 + m=3 











DU) Calcular el valor de m para que el polinomio x*+ma?x2+a* sea divisible por x*-ax+a? 





Aplicando coeficientes indeterminados resulta : grado del dividendo 4, grado del divisor 2, grado del 
cociente 4-2 = 2 y grado del residuo cero porque es divisible. 
Forma del cociente + Ax*“+Bx+C, y del residuo cero. Sustituyendo los polinomios en: 
D(x) = d(x)-c(x) +R resulta: 


X*+ma?x?+a? =(x? -ax+ta0)(Ax?+Bx+C)+0 


Efectuamos el producto en forma sintética. 





y a“A a?B_ a?c 
A +(B-aA)x+(C-aB+a?A)x?+(aB-aC)x+a?c 
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x*+ma?x?+a? =Ax*+(B-aA1x+(C-aB+a?AJx? +(a2B-aC)Ix+a?C 


Igualamos los coeficientes de igual grado de x, no importando el orden en que se haga, pues lo que 
interesa es efectuar los cálculos en la forma más sencilla. 


coeficientes de x* > 1=A + A=1 
coeficientes de x” >» 0O=B-aA > 0=B-a(1) +» B=a 
Término independiente + al =a?C » ad=C 3 C=a” 
Coeficientes de x* + ma? =C-aB+a?A > ma? = (a?)-a(a) +a?(1) 
ma? =al-al+a? + ma? =a? + m=1 
Resp. m =1 


E) Calcular la raíz cuadrada del siguiente polinomio, sabiendo que es cuadrado pefecto 
pl) =9x* +36 +24? -24x+4 





Aplicamos coeficientes indeterminados, teniendo en cuenta que el polinomio raíz es de grado mitad 
del polinomio dado. 


Grado del polinomio 4 y grado del polinomio raíz 2 cuya forma general es Ax? +Bx+C por lotanto: 


9x* +36? + 24x? -24x+4 = Ax? +Bx+C 





Elevando el cuadrado en forma sintética. (Ax? +Bx+C)(Ax?+Bx+C) 





ARXO +2ABx +12AC+B?)x? +2BCx 40? 
gx? +36x? + 24x -24x+4 = Atrx? +2ABx? +( 2AC+B*)x? +2BCx+ e 


Ahora igualamos los coeficientes de igual grado de la x que mos interesen, para simplificar los 
cálculos de A, B y C. 


Coeficientes de xé” + 9=A* + A=i9=23 » A=t% 
Termino independiente + 4=C?* 3 C=f4=:*2 » C=22 
Coeficientes de x? + 36 =2AB = 213)B =:+6B >» 36 =:6B + B=*6 


Forma del polinomio raíz > Ax?+Bx+C 


En este polinomio tenemos que colocar las letras con un signo determinado, para que el polinomio 
que nos resulte elevado al cuadrado sea igual al polinomio cuya raíz estamos buscando. 


Haciendo tanteos llegamos a la conclusión de que el polinomio raíz es 3x*+6x-2, En efecto 
elevandolo al cuadrado nos da 9x* +36x?3 + 24x? -24x+4 
| Resp. +(3x* +6x-2) 
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Fj Calcular la raíz cuadrada del siguiente polinomio sabiendo que no tiene raíz exacta. 
pix) = 9x*+1Dé -26x? - 10x+5 





Como el polinomio es de 4? grado, la raíz será de 2% grado y el residuo de 1% grado, por lo tanto, se 


tiene que cumplir ; 
+12 -26x?-10x+5 = (Ax? +Bx+C)*+(Dx+E) 


Efectuando operaciones en el segundo miembro resulta: 


(Ax? +Bx+CHMAx?+Bx+C) +(Dx+E) 


Xx 
BC 
CB | c? 
D Z 








A2xó+2ABx +(2AC+B2)x2+(280+D)x+(C?+E) 
9x4 +12 -26x?-10x+5 = Ad +2ABX +(2AC4+B2%x?+(2BC+D)x+(0?+E) 


Igualamos los coeficientes de igual grado de la x que nos interesen para simplificar los cálculos. 


coeficientes de xX* +» 9=A? » A=Y19=23 + A=+ 


OS , 2 i 
coeficientes de x* =» 12 =2AB >» B=34 2123 =i12  .WH=z?>+2 


coeficientes de 2 + -26 =2AC+B* = 2A4C+[£+2)%? » -26 = 2AC+4 


38 a 
Ca? ?E-29 
coeficientes de x » -10 =2BC+D = 2(12)1(1£5)+D >» -10 =*20+D >» 0D =-—10220 
Ds =10 y D, = —30 





Ter. independiente + 5 =C*%+E =(15)?+E =25+E » 5=25+E > E =-20 


Como hay dos raíces tenemos que hacer tanteos con las letras hasta que el cuadrado del polinomio 


raíz más el polinomio residuo nos de el polinomio p(x). 
| Resp. +(3x*+2x-5); resto = 10x-20 





E) Calcular A, B, C y D para que se cumpla la siguiernie igualdad. 


5 -7x?+10x-1 ___AxtB y £xX+D 
(x*=+1)* DE= Mé A A 
Como es una suma de quebrados de diferentes demominadores hallamos el m.c.m de los 


denominadores y efectuamos operaciones. 
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5—-7x?+10x-1 _ _ Ax+B_ , Cx+D 


(x2=x+1)? exi? x2?-x+1 


+ m.com = (xé-x+1)? 


Quitando denominadores resulta: 
57401 = Ax+B+ (xx +1) (0x+D) = Ax+B+Cx* +Dx* -Cx* -Dx+Cx+D = 
= 0 4HD-CI RH (A—-D+C)Ix+(B+D) 


5 —7x2+10x-1 =C0x +(D-C)x?*+(A—-D+C)x+(B+D) 


Como los polinomios son iguales, los coeficientes de igual grado de la x son iguales, por lo tanto, 
igualamos los coeficientes de igual grado de la x y resolvemos las ecuaciones resultantes. 


coeficientes de X* > 5B=C + C0=5 

coeficientes de xé >» -—-7=D-C=D-5 3 -7=D-5 + D=-2 
coeficientes de x >» 10 =A-D+C =A-(-2)+5 >» 10 =A+2+5 >» A=3 
Término independiente >» -1=B+D=B-2 3 -1=B-2 3» B=1 


| Resp. A =3; 8=1; C=BbyDo-2 


PP. E NENE HH aaa . pa . 
H) Construir un polinomio de tercer grado cuyo primer coeficiente sea la unidad, sabiendo que 
admite como raíces a los números 1 y 2, y que al dividirlo por (x—3) el residuo es 10 





Un polinomio de tercer grado es de la forma; pix) = AX +Bx?+Cx+D,en donde A = 1 y por ser 
raíces los números 1 y 2, el valor numérico de p(x) para estas raíces es igual a cero, por lo tanto; 


p0) = A +Bx2+Cx+D: para x=1 3 p(1) =1(1)9+B(1)%+C(1)+D =0 + 1+B+C+D =0 + (1) 
po) =A+Bx?*+Cx+D; pará x=2 3 p(2) = 1(2)94+B(2)4+0(2)+D =0 + 8+4B+2C+D =03 (2) 


Por el teorema del residuo sabemos que si al dividir p(x) entre (x-3) el residuo es 10, significa que 
el valor numérico de p(x) para x = 3, es igual a 10; por lo tanto: 


10 
=17 >» (3) 


pix) =Ax*+Bx?+Cx+D; para x=3 3 p(3) = 1(3)9 +B(3)?+C(3) +D 
27+9B+3C+D =10 >» 9B+3C+D 


!l 


Las igualdades (1), (2) y (3) forman un sistema de 3 ecuaciones con tres incógnitas, que en este 
caso vamos a resolver por la regla de Sarrus. 











B+C+D = -1 0 
4B+2C4+D=-8 —= |4 2 1| =2+12+9-(18+3+4) = 23-25 = -2 
9B+3C+D = -17 9 3 1 
o E: 
-=-8 2 1 
17 3 1 _ -2-24-17-(—-34-3-8) _ -43+45 _ 2 m 
a =2 2 E E 


LE 4 
¿(4-8 1 
9 1] 1 JS -8-68 -9- ( =72-17-4) e -85 +93 _2 = di C=-=A 


$2 --2 -2 -2 =2 
(1) > B+C+D=-1 + -1-4+D =-1 » D=4 


: -: 2 
pl) = AR +Bx+Ox+D =x-xó-4x+4 | Resp. plx) =x?*-x*-4x+4 


EJERCICIO No (22) 
Aj Factorizar cada uno de los siguientes polinomios 
(11) -¿+8x2-16: (2) 6x +13 -2x2-7x+2; (3) 2 +7ax?+2a%x-40a*; 


(4) 27 -2x0 -14x5-14x* +44 +48x?; (5) ad -ab?+atc—b*c 
B) Simplificar cada una de las siguientes fracciones 


(6) CARIES, (7) IX CHATA. (g) 2x+20%x%-2a%x-2ax, 
x? +4x? +x-6 33 +16x24+23x+6 x?i+ax+tadt+alx 

(9) A+5x*-atx-5a? s 4 +16x+13x+3. (11) a +42x? 7 x +4. 

x3 +3x? —atx —Za* 4x3 +24 0 +21x+5 AE 


04D, 93) x? +3ax* +23 x+20% +xó+3ax 


(12) : ] 
Dl +4 +4x+1 +3axt+2atx+ 4a?+ 2% +6ax 


C) Calcular el verdadero valor de cada una de las siguientes fracciones para el valor de la 
variable que se indica en cada caso. 


0% 2 | 
(14) F(x e para x=-2; (15) F(x) e ESO para x= -—1; 


x2+7x+10 x+bx+b+x 


3 ad 2 de il 2 
(16) Fl). CA ATENTAR. pera x= 8; 
xX—5x?-58? - 10ax+ 2ax? +8?x 


| 2_A 4 3 E, 
12 +5x-3 a+ 5a*+7a+3 
3 , ' ! 

(19) Fbo > ADÓHIARS. para x=-—1; 
AA+ 1 


(20) Demostrar que para x = —b la siguiente fracción vale 1/3, 
A +2bx? +2b*x+b? 


F(x) = 
x3 4 p? 


D) Aplicando coeficientes indeterminados calcular el cociente y el residuo de cada una de las 
siguientes divisones. 


(21) (4% —4x?-7x+6) :(2x?+3x-1); (22) 04+2x2-x+1):02-4); (23) (+1):02+1): 
(24) (6 -5:-13x+15):(3x?+2x-4); (25) (4 +6 +2x?-4x-2) DÍ +x-4) ; 
(26) (6 7x2 +x-7) :(2x?-3) : 


(27) Calcular el valor de m para que el polinomio 
p(x) = 18x*+6x -23x +mx+4, sea divisible por (3x? -4) 


(28) Calcular el valor de m para que el polinomio 
p(x) = 12x*-2x?-30, sea divisible por (4x? +m) 


(29) Calcular el valor de m para que el polinomio 
pix) =x*-2a -2a2x? +ma?x+a? sea divisible por 1x?-—2ax-—a?) 


(30) Calcular el valor de m para que el polinomio 
px) =x*—(m+1)a?x+ma?, sea divisible por (x? +2ax-3a?) 


(31) Calcular el valor de m yde m para que el polinomio 
pIx) = 5 +5 + md -5x?—nx+8, sea divisible por (2x7 +3x? +6x-8) 


(32) Calcular el valor de a yde b para que el polinomio 
p(x) = 12x* - 26 +(2a+3b+2)x? -12x+3(b-a) sea divisible por (3x?-2x+ 1) 


(33) Calcular el valor de m yde n para que el polinomio 
pix) = 3-12 + mx -9x? +nx-1, sea divisible por (3% -6x? +x-1) 


(34) Calcular el valor de m yde m para que el polinomio 
px) =X+mX3+13x-11x+3, sea divisible por (4 +2x? +nx+ 1) 


(35) Calcular el valor de m para que el polinomio 
pix) = 2x*+2ax +332x+ma*x+a*, sea divisible por (2x?+2ax+a?) 


E) Calcular la raíz cuadrada de cada uno de los siguientes polinomios, sabiendo que son 
cuadrados perfectos. 


(36) px) = 4x*-12x*+17x?-12x+4; (37) p(x) =9x*+12x%-14x?-12x+9: 
(38) p(x) =x*+10+19x?-30x+15; (39) q(x) = 4a2x*-4ax? +(4a3+1)x2-2a2x+a* 
(40) px) = 9a*x* +62 +(6a? +1)x?+2a2x+a1*. 
F) Calcular la raíz cuadrada de cada uno de los siguientes polinomios sabiendo que no tienen 
raíz exacta. 


(41) aé+12% -11x?-24x+35; (42) 9x*-12%+16x?-5x-1: 


(43) 4a%x*+12a7 +(9-4a?)x?-4ax+28?; (44) 422-122 +(9+4a2)x?-ax-a?; 
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(45) Calcular A, B y C para que se verifique la siguiente igualdad. 
2x+3 __A,¿_B C 


A Tx  x-1 x+2 
(46) Calcular A, B, € y D para que se cumpla : 
4%+5x%-4x-4 __Ax+B___, Cx+D 
(x?+x-2)? ex 2) x+x-2 
(47) Calcular A, B, € y D para que se cumpla: 
5%-11x?+19x-10 __Ax+B__, Cx+tD 
(xx? —x+2)? (xx +42)? x2-x+2 
(48) Calcular A, B y C para que se cumpla: 


E A o 
ld > 73 


++ 11 +6 XI x+2 


(49) Calcular A, B y C para que se cumpla: 


2ax+ta? AL 
34 dax?-alx—22 x+a x+2a x-a 





(50) Calcular A, B y C para que se cumpla: 


3x? +15x+6 A E. € 
a q E A 
A+x?-4x-4 x+1 x+2 x-2 


[51) Calcular A, B y C para que se cumpla: 


10x?+3ax-22a? _ A B Cc 


pa a == 
3 +ax? da? x—4a? x+2a x-2a x>+a 





G) Descomponer cada una de las fracciones dadas en la suma de varias fracciones. 


E TO 
(52) Ax 2FASX ST. 53 a sé dl A 
x-2x-5x+6 A +2ax? -atx-2a* 

o _s 2 ñ 2 
(54) 7x 21x +20. (55 12x*+11ax-10a =; 
x—-4x2+x+6 xtax?-4 x-4a' 


(56) Determinar un polinomio de cuarto grado, que sea divisible por (x?—4) y que se anule para 
x=1ypara x= 3 


(57) Determinar un polinomio de tercer grado, cuyo primer coeficiente es la unidad, sabiendo que 
admite como raíces a los números 2 y 3 y que al dividirlo por (x—1) el residuo es 10. 


(58) Determinar un polinomio de tercer grado, cuyo primer coeficiente es la unidad, sabiendo que 
admite como raíces a los números 1 y -2 y que al dividirlo por 2 el residuo es 12. 
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(59) Un polinomio plx), de tercer grado, cuyo primer coeficiente es la unidad, es divisible por 
(x-2) y por (x+1) y al dividirlo por (x- 1) el residuo es -38; calcular el residuo que resulta de 
dividirlo por (x+2). 


150) Un polinomio de tercer grado, cuyo primer coeficiente es la unidad, es divisible por (x+2) y 


por (x+3), y al dividirlo por (x—3) el residuo es 11; calcular el residuo que resulta de dividirlo 
por (x-1) 


RESPUESTAS 





(1) -1(x-2(x+2)?%; (2) 6(x+1)(x+2)(x- z 1 Z l 


2 3 


(3) (x-2a)(x+4a)(x+58a); (4) 2x*(x2+3x+4)(x+1)(x-2) (x-3) : 


| .: x+1. E=21 2x(x-a). 
(5) (aba +bla+c); (0: (M5 MAS 





(9943. (10) X+3. (11) X+4. (12 3x1. 





x+3' x+5' x+3' 3x+1' 
q3) X+1, a EN ia Som, 
1395; 04-20 = 3: 015)F(-1) =, 
E A | AA e 1 E 
(MF) == 22 INF (GF) =0: (18) F(-3) =4; 


(19) Fl[-1) =w; (20) (21)C =2x-5; R =10x+1; 

(2210 =x2+6; R =-x+25; (23)C =x?; R=-x?+1; 

(24) C =2x-3; R =x+3; (25)C =2x+3 R=x+10; 

(26) C =3x2+1; R=x-4; (27)m =-8; (28) my =6; 

ma = - 37 (29) m =2; (301m=6; [(31m=7; n=14; 

(32) a =4:; b=5: (33)m =16: n=3: (34) m = -4: 

(35) m =2; (36)2:(22-3x+2); (37):(32+2x-3): 

(38) + (2 +5x-3); (39) 2(2ax?-x+a?); (40) + (3ax?+x+a?): 

(41) +(2x?+3x-5) y R =6x+10; (42) 2(3x?-2x4+2) y R =3x-5: 

(43) + (2ax?+3x-a) y R = 2ax+ta?; 

(44) + (2ax?-3x+a) y R = 5ax-2a?; 
y 


(45) A =- =; B== $: Ca 


(46) A =3;B=-2;C=4;D=1; 


(47) A =3;B=2; C=5yD=-6; 
(48) A >;8=8;0=-3, 


(49) A ] 7: 


(50) A =2; B =-3; C=4; (51)A =3; B =2; C =5; 


ps. O -3, 5. 3 A: 
4 2 EA j 4 o 
x+1 x-2 iz (35) x+2a “2 Pia" 


(56) x*-4x -x*+16x-12: (57) -x?*-14x+24; 


(54) 


(58) x+2x*-x-2; (59) R =4; (60) R = 23 





Raíz de un número real.—- Dada la ecuación a” = b, tal que,n es un número entero diferente de 
cero; si nos dan a y n para calcular b es un problema de potenciación 


Si nos dan b y n, para calcular a estamos en otro tipo de cálculo llamado radicación y la igualdad 
anterior la anotamos así; 


a=b >» a="(b 


El símbolo Í se llama radical, n es el índice de la raíz y b la parte subradical. 
La expresión Yo se lee " raíz enésima de b”. 


Definimos la raíz enésima de b, a un número a, tal que, 3” =b, 
que anotamos de la siguiente forma: 


a ="Yb 


n no puede valer O, porque a” =b » al =b + 1=b 
n no puede valer 1, porque a” =b >» a! =b >» a=b 


Cuando n es negativo utilizamos la notación: 


ar=b + Hebrea sa= 
gn b b 


Cuando n vale 2, decimos que la raíz es cuadrada y este 2 no se escribe, por ejemplo : 
213 =/3 yselee " raíz cuadrada de 3"; (5 =yY5 yselee " raíz cuadrada de 5 " 
Cuando n vale 3, decimos que la raíz es cúbica por ejemplo: 

32 + Selee " raíz cúbica de 2"; *5 > Selee " raíz cúbica de 5 " 


En general, para n =4 se lee ” raíz cuarta ... ” para n =5, se lee * raíz quinta ... * etc. 


| Cálculo de raíces 


La ecuación x”" =a, en forma de radicales se escribe x ='"fa, que es lo mismo que despejar la x 
mua >» x=Ya 
Podemos observar que la n que está potenciando pasa al otro miembro en forma de raíz, es decir: 


La radicación es la operación inversa de la potenciación 


Sien la ecuación x" =a conocemos a y mn podemos calcular el valor de x. tanteando con 
números, que colocados en lugar de x cumplan la igualdad. 


| a) =25 3 Enesta ecuación x es un número que elevado al cuadrado tiene que dar 25 
Este número es (+5) ó (—5), porque (+5)? =25 y (-5)? = 25 


Utilizando la notación de radical, escribimos: 
*=25 > x= (25 = 35; que leemos ” La raíz cuadrada de 25es +5" 


| b)x* =16 > En esta ecuación x es un número que elevado a la cuarta potencia dé 16. 
Este número es (+ 2) 6 (— 2), porque (+ 23% =16 y (-2)* =16 


Utilizando la notación de radical escribimos: X =16 >» x="%Y16 =+2: que leemos " La raíz 
cuarta de l6esiti2”. 


| cid =27 3 Enesta ecuación x es un número que elevado al cubo dé 27. 


Este número es (+3), porque (+3)? = 27; que anotamos, x = * 27 = + 3,que leemos ” La raíz 
cúbica de 27 es +3" 
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| di» =-32 +» Enesta ecuación x es un número que elevado a la quinta potencia dé —32, 


Este número es (— 2), porque (-2)9 = -32: que anotamos x = $ -32 = —-2, y que leemos " La raíz 
quinta de -32 es -2". 


e)x?=-8 >» En esta ecuación transformamos el exponente negativo en positivo 
! utilizando las expresiones inversas, y después procedemos como en los 
ejercicios anteriores. 


2 E, A | SS 
A E NS a =t3 


Ahora vamos a estudiar un caso cuyo índice sea par y la parte subradical negativa. 


| Nx =-4 3 En esta ecuación tenemos que encontrar un número que elevado al 
cuadrado dé —-4 


Para x=>+2 » (+2)? =+4%-4; parax=-2 >» (-2)% =+4% -4 


Por mucho que lo intentemos no encontraremos un número que elevado a potencia par nos dé un 
número negativo. 


, - n , : : : EQ 
En forma general, la solución de la expresión Ía tiene las siguientes caracteristicas. 


a) Cuando el índice de la raíz (n) es par y la parte subradical (a) es positiva, existen dos raíces con 
el mismo valor pero con signos diferentes. 


b) Cuando el índice de la raíz (nm) es impar y la parte subradical (a) es positiva o negativa, 
solamente hay una raíz, que tiene el mismo signo que el de la parte subradical. 
€) Cuando el índice de la raíz (n) es par y la parte subradical es negativa, no hay raíz en el conjunto 
de los números reales. 
De todo lo estudiado anteriormente llegamos a la conclusión de que las expresiones de la forma 
Y a, representan números que pertenecen al conjunto de los números reales. 


Exceptuando los números que tienen raíz exacta, todos los demás tienen como raíz números 
decimales con infinitas cifras que no se repiten (números irracionales). 


Exponentes fraccionarios 





. 5 j 3 $ ñ 
Hasta ahora hemos estudiado la expresión de la forma a” = b, que escribimos así: a = Íb, que 
llamamos raíz de b, pero pusimos la condición de que n es un número entero. 


Ahora vamos a ampliar las características de este exponente considerándole un número 
fraccionario. 


17] Y “ú ; mn ar 
La ecuación x"=a7" 3 xXx" = a seescribe + x= (am 


na e e - - ba + ñ 
Para que esta raíz tenga solución en el conjunto de los numeros reales se tiene que cumplir que lam 
tenga solución real, es decir, n no puede ser un número par cuando a'"” es un número negativo 


inversamente, una expresión radical puede escribirse en forma de exponente fraccionario, en 
efecto: 
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313 


a An > n 
"=a”, seescribe + x= ya"; xx" =a", despejando x + x =a”; como x = (am 
m Im 
; e" fñ E 
y también x =a” entonces [am =a",por lo tanto: 
1 1 


2 A LO UN 
az =a% (ps =bt íx=x? Y2=2, etc. 


Esta forma de transformar una raíz en exponente fraccionario nos sirve para escribir un radical en 
su forma más simple. 


Simplificar cada una de las siguientes raices. 


a)9(125; b) í 9a*b?; dc) la? +b? 


En cada caso descomponemos los números que están en la parte subradical en potencias de sus 
factores primos para escribir la raíz en forma de exponente fraccionario, y así poder simplificar dicho 
exponente. 


3 1 
aJ(T25 + (125 =*/5? =5 =57 =2/5 » | Resp. a) 9/125 =(5 


2 1 
b) 9a?b? > ga?p? e 3? a?p? = í3ab)? = (3ab)* =(3ab)? =y3ab 
| Resp. b) (9220? = | 3ab 


4 2. , 
c) dat+b? » Este ejercicio no tiene simplificación porque no se puede sacar factor 
común a los sumandos de la parte subradical porque a?+b* £ (a+b)? 
Transformación de un radical.— Apoyándonos en las propiedades de las fracciones hemos simpli— 
ficado radicales escribiéndoles en forma de exponente fraccionario. 


Si al numerador y al denominador de una fracción los multiplicamos o dividimos por el mismo 
número el valor de la razón no se altera, por lo tanto: 





| Sí multiplicamos el índice y el exponente de la parte subradical 
por el mismo número. el valor de la raíz no varía. 





Si dividimos el índice y el exponente de la parte subradical por 
el mismo número. el valor de la raíz no varía. 
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Simplificación de radicales.- Para simplificar radicales aplicamos la propiedad anterior. 


Para simplificar un radical se divide su índice y el exponente de 
la parte subradical por el mismo número. 


Simplificar cada una de las siguientes expresiones: 


6 — BlaZh2 5 ; 
a) q 8a*b*?; b) para c) |25a%b 
c 





En cada uaso, escribimos en forma de potencia los números de la parte subradical, después 
sacamos factor común de todos los exponentes que forman la parte subradical, y si es posible, 
dividimos el Índice y este factor común por el mismo número. 


a) “(82393 > "(883p3 = “[2a3p* = l2ab)? = [2ab >» | Resp. "[8a?p? = y 2ab 


4 ] 8 [ | | 
o oz, ato? fan]? * (88 loop, [220 “(ab 
e A el — Ja? NA 


5 5 | 5 Como no hay factor común en los expo- 
(258*b ¿ "bh = ¡ 2g? hi . 
c) > 258 9“a“b nentes de la parte subradical no se puede 


simplificar. 





Extracción de factores fuera de un radical.—- Cuando un factor de la parte subradical tiene un 
exponente igual o mayor que el Índice de la raíz puede escribirse fuera de la raíz, para lo cual se divide 
dicho exponente entre el Índice. 

El cociente de esta división es el exponente que sale fuera de la raíz y el residuo es el exponente 
que queda. 

Cuando el residuo es cero el factor correspondiente sale totalmente de la raíz. 


a A 


Escribir en su forma más simple cada uno de los siguientes radicales. 


A 8114 291 514 
a) 2275: p) 481a Tb". qy 27D a?b” 
| (10 Cc | 3 


En cada caso, escribimos los números en forma de potencia y después cada uno de los exponentes 
de la parte subradical, que sean iguales o mayores que el índice, los dividimos por éste. El cociente de 
esta división es el exponente. que se escribe fuera de la raíz y el residuo es el exponente que queda 
como parte subradical, y cuando la división es exacta el factor correspondiente sale totalmente de la 


raíz. 


a) E 2a7b? > La a yla b pueden salir fuera de la raíz porque sus exponentes son 
mayores que el Indice. 


> Sale el 2 y queda 1 como exponente de a 


+ Como la división es exacta sale el 2 como exponente de b y 


dentro de la raíz no queda la letra b 


| Resp. a) 2a7b5 =a2b?3/2a 


La expresión a?b? que multiplica a la raíz se llama coeficiente. 


o mayores que el índice, por lo tanto, los factores correspondien— 


4|8128p'* 81 = 3*: Todos los exponentes de la parte subradical son iguales 
NM >= 3 índi Y 
= tes pueden salir fuera del radical. 


$ >4l14; al > 814; d0'* + 14[4 ; c'* >» 10|4_ 
o 1 O: :2 2 3 “AM 
as _ 3a*?b? ap? _ 3a*p* E 2 a b sa 3a*b? | b 
| ¿10  ¿d q2 ¿2 (2 qe 2 Cc | Resp. b) * Sl c 


5jó Todos los exponentes de la parte subradical son iguales o mayores 
— + que el índice, por lo tanto, los factores correspondientes pueden 
salir para formar parte del coeficiente. 


ad >» 518; bt >» 413; e? » 3 
2 1 qn O 1 





ME: E 
3 2 2 ¡aq p4 ¿3,2 
2 ES 5p4 alt Tap =2 a? ab la”b a*b a] 


Introducción de factores dentro del signo radical. - En determinadas operaciones es necesario 
introducir dentro de la raíz el coeficiente o parte de él, para lo cual procedemos así : 


El factor o los factores que forman el coeficiente de la raíz se elevan al número que representa al 
índice de la raíz y se escribe dentro de ésta. 
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Introducir dentro del signo radical los factores que forman el coeficiente de cada una de las 
siguientes raíces. 
5 


2 Lap? 2a? [3b. a“b 
a) a? yab”; b) =p (3. cd 


En cada caso escribimos el coeficiente dentro de la raíz elevando al número que representa al 
índice, y si es posible efectuamos operaciones. 


a) a? "Lap? + a? lab? ="lab?(a?)3 = ab?a? = É a? p? 


3 
| Resp. a) a? yab* = ya" b? 
A ae [5 , 22 [3 - [30/292) Za? - |3b 4a _ 120 
= la jgz > 
2a? | 3b yn 12a* 
| Resp. b) zo” [3D ». b 
me ES 2h y Halo _ aíb 
2a rd - 3 ; (2 


Resp. c) A 
[esp es LE 95 a? 








EJERCICIO No (23) 


Aj Simplificar cada una de las siguientes raíces. 





! del > 

(1) $427; (2) (8a*b?; (3) a (4) Ya?+2ab+b?, 
la+4xtr? “| 

(5) |==. (6) 14a*+12ab+9b*; 





16a*p* 





B) Determinar las raíces de cada una de las siguientes expresiones. 


> a 
8) 168%b*; (9) (252202: (10) (4a?+8ab+4b?%: (11) (2 (12) 


[2 2 108 
13) [EA 94) te (15) (98?x?+1822xy+92*y? 
a? -2ab+b? x2y* 


= "150 - 


C) Simplificar cada una de las siguientes expresiones 


¡ 5222 
1161 izsaóo; (177 (162%8%, 18) =n===Z 1+20b+b?. (9, 1250202, 
Bt 2ab+b?. 









(20) Sept, 3 


"1 2798p? 







al+2xa?+a2x? 
b? + 2yb* +b2y?" 


116+32x+16x? 
81-162x +81x?' 


(22) 






“432087 b10. 2a?p+ ada 
Sab 3 27a*b' 2 4y -4ay' +a y 





D) Introducir dentro del signo radical los factores que forman el coeficiente de cada una 
de las siguientes raíces. 


| LÁn $f.3 3 
(26) a? Y 2a?b: (27) le (28) Ada», (29) (a+b) pe 


3 4 A 
(30) e 2. (31) ds, (32) (a+b) EA 
a 


b* ¡la +b)? 


RESPUESTAS 


(1) (3; (2) 2a?b; (3) Es. (4) da+b; 5 2+x 


22a 2p' 





(6) (23+35; (7) [12% (8) 2ab; (9) Sab; (10) 21a+b): 


20%. rem EL. 1401 24D. 7a*b?. a 
a E 095 19) E 014) PE (15) 3a(x+y) ; 


(16) abí5b; (17) 0/2, (18) [2 (19) 1; (20) 1: 





aíl+x). EN EA e Le. 
en EA 2 E E (23) ao fñab; (24) 2. 


SO TA Ga? 4 
a 7 3 (26) dae 'o; (27 [$ 128) es 





22 El 
(29) Lata+b)2: (30) _ 2 (31) na (32) V3abta+b) 
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OPERACIONES CON RADICALES 


Radicales semejantes.- Dos o más radicales son semejantes cuando reducidos a su más simple 
expresión solamente se diferencian en el coeficiente, es decir, que tienen el mismo índice y la misma 
parte subradical, por ejemplo: 


3 y 7 3 3 
a) 3 la? y 5 da?; bj aldab? y bidab?; 0) 4 | 73 y -2 E 


| Suma y resta de radicales 


Para poder sumar o restar radicales es necesario que sean semejantes y se procede así : 


Se efectúa la suma algebraica de sus coeficientes dejando el 
radical común. 


Simplificar cada una de las siguientes expresiones. 


A 





En cada caso escribimos cada radical en su forma más simple, y después efectuamos la suma 
algebraica de los coeficientes Ge los que son semejantes. 


a) az+3p2-2 (2312 


En este caso todos los radicales están escritos en su más simple expresión y todos son semejantes, 
por lo tanto, el resultado es igual a la suma algebraica de los coeficientes seguida del radical común. 


a7+3 (2-2 (2+12 = (4+3-2+ + 12 = (5+ 3 )12 = 212 | Resp. a) ES 


bp) ¿laa (ara lala fa 


En este caso todos los radicales están escritos en su más simple expresión y hay dos tipos de 
radicales semejantes que se agrupan aparte. 


| a ca 3 
¿lara faro lat+fa =(4+3 Va? a+ fa = 7 la?-3 3 [ea e a 


= 1582. 


c) (32+(50-(8 


En este ejercicio hay que transformar cada radical a su más simple expresión y después agrupar los 
que sean semejantes. 


132 = 25 = 2202 = 4/2; (50 = (52.2 = 5/2: (8 =(2 = 2/2 
(32+150-18 =4(2+5/2-2/2 =(4+5-2)12 = 7/2 | Resp. c) 7(2 
d) (250 +1499-1l9a? 


Transformamos cada radical a su más simple expresión y después agrupamos los radicales que 
sean semejantes. 


| 25ax? = 5xfa; 149b = 74b: (gax? = 3xba 
¡ 25ax + (49b-(9ax? = 5x1a+7b-3xva =2x1a+7/b | Resp. d) 2xVa+7Vb 





Multiplicación de radicales del mismo indice 


: A na mn 
En las ecuaciones Y" =a + x='a e y =b > y =Yb 


Multiplicando miembro a miembro + x= Na e y = (bresulta: x-y = Va 6 + (1) 


Multiplicando miembro a miembro x" =a e y” =b 










El producto de radicales del mismo índice es otro radical con 
este mismo índice, que tiene como coeficiente el producto de 
los coeficientes y como parte subradical el producto de los 
subradicales. 


cameos | 


A) Efectuar cada uno de los siguientes productos, y si es posible simplificar el resultado. 


212-243: br d3a? | 2a%; c) 3 2a- 1302-35 
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Como en cada producto las raíces tienen el mismo Índice, en cada caso escribimos una raíz con su 
índice común y como parte subradical el producto de los subradicales. 


SO AS O 
| Resp. a) 12-313 =*Y6 


br d3a?- [20% + (32? 20% ="[ (33211281) ="6a* =aS/8a 
| Resp. b) 1302. zas = as Ga 
c) 3 2a- (322.35 + 23 (30? (5 = | 12a)(3a2)(b) s 6a7h = a Y6b 


| Resp. c) 32a- (322.3 b = aNob 


Observación. — Cuando los radicales tienen coeficiente, se multiplican los coeficientes entre sí para 
obtener el coeficiente final. 





5) Efectuar cada uno de los siguientes productos y sí es posible simplificar el resultado. 


a) (31214918): b) (-2a ¡ a2b)(3a?b | ab?) : c) 3(2a (a?b*)(4ab? | a?b?) 





En cada caso multiplicamos los coeficientes, las partes subradicales y si es posible simplificamos. 
35 3 = (2.417 qa 3 12 3.4 ia 
a)(3(2448) =(3-419/2-8 =123/16 =1212* =12-2/2 = 24 9/2 
Resp. a) ¡31214 ?/8) = 24 9/2 
38 3: > E A 3 
b) (—2a la2b)(3a?b ab?) = (-2a)(3a*b) lía?b) (ab?) = -6a?b ¡ ab? = —6a*b(ab) = —6a*p? 


| Resp. b) (-28 Va2b) (3a2b ab?) = -6a*b? 





cr aa da?o*)14ab? La?n?) =13-20-4ab2) H(a2b311a30?) = 24020? fa5p5 = 


= 24a%b*(ab) ab = 24a*b* ab Resp. c) 3(20La?b*114ab*a?b?) = 24a%0* 425 





División de radicales del mismo índice 





En las ecuaciones x" =a > x= Va e Y =b 3 y ="b 


Dividiendo miembro a miembro; x ="Ya e y ="Yb resulta: - 


— 
- 


3 (1) 


als? 


Dividiendo miembro a miembro; x"=a e y" =b resulta: 


A y xs a 
b res + (2) 





El cociente de radicales del mismo Índice es otro radical con el 
mismo índice, que tiene como coeficiente el cociente de los 
coeficientes y como parte subradical el cociente de los 
subradicales. 








C) Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 





Como en cada división las raíces tienen el mismo índice, escribimos una raíz con este índice común, 
y como parte subradical escribimos el cociente de los subradicales, efectuamos operaciones y si es 


posible simplificamos. 


3 34 3 | 3 3 
a) Na + ae = ES | Resp. a) ZE: = | z 
343 3/3 e y 3/3 











2 pen Y Aa 
4a*b ON ne o = 32 Resp. b) l4a%b az 
3 2ab 
3/ 2ab 2ab : 3 2ab 


al+2ab+b? lal+2ab+b? _la+b)? 
a Sr 
4[a+b “la+b 
| Resp. c) 











D) Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 


392 faóp?  , 2a%bdab?  4a?b Jatb? 
e da 1 2ab? lab? 





En cada caso dividimos los coeficientes y las raíces, y si es posible simplificamos. 


302 (asp? 32 Sl ETE TE 2* .24 
o 302 a?o? adb (a adp? e | Resp. a) da? ya“b” _3at (2 
atp? | á 2b vb 
20 La?b ¿ 
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4 4 á4 
A 22p [20 y? _ y [Ea 
zeta 1. ato [E 2062) 2 [E 


| Resp. b) 20% Yab? _ = 2b? pa 


Ja 10h 
o dan - tato [a | == - 22% | Res osp. y 42tbatb* - 225 (259 


2ab?” ab? 2ab* 2ab? Lab? 


Multiplicación y división de radicales 
con diferente Índice 





Ya hemos estudiado cómo se multiplican y dividen radicales del mismo Índice, por lo tanto, cuando 
estas operaciones hay que hacerlas cuando los radicales tienen Índice diferente los transformamos a un 
índice común apoyándonos en la siguiente propiedad: 


Si multiplicamos el índice y el exponente de la parte subradical por el mismo número el valor de la 
raíz no varía. 


Regla práctica para transformar radicales al mismo índice 


1%) Determinamos el m.c.m de todos los índices. 
2%) Dividimos este m.c.m entre el índice de cada raíz. 


3%) Multiplicamos el índice de cada raíz por este cociente y elevamos la parte subradical 
correspondiente a este cociente, 





E) Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


“La2-/b: p) La? y 18 
dos Hao? 


Como las raíces tienen diferente Índice las tenemos que transformar, para que en cada caso sean 
de igual índice. 
En cada caso: 1%) Hallamos el m.c.m de todos los índices; 2%) Dividimos este m.c.m entre cada uno 


de los índices; 3% En cada raíz multiplicamos el índice y potenciamos la parte subradical por su 
cociente respectivo. 





a) "La2- (5 + m.c.m(3)2) =6 > + =22 y - =3 


dat 5 =*lía2)2. oy = ato (ts = Matos Resp. a) Ha? (5 =*(ato 
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ye Eo 
p de + m.c.m(5,4) =20 > 2 29 


p? 
5 la. 20h 208 5 291 
efes: STi MEA + | Resp. b) 2. - e 
A ( 4 

p? ((bs)5 (p*s b [b? b 
la? (5 12 12 12 

ap. + m.c.m(3,2,4) = 12 a > 4 += 6 y E 3 

ez 

al 








y AD a (2 * 32%) ( : 
(60123) (-5 V4) (2a2)(- 3abíab) 








Como en este caso los radicales tienen coeficientes, calculamos el coeficiente total, transformamos 
las raíces y efectuamos operaciones con ellas. 


KUN E 
(2D is Na) 


aa a a [e 4? 3? _2_ 28 


a) + m.cm(2,3) =6 





o 


| 2 Ñ 3 

| Resp. a) 5 3 
(4a?*| 3a?) ( - 28 | 3b*) 

A | + m.c.m (4,3,2) = 12 


(2a2)(—3abi ab) 






(402*[382) ( 282 (30% _ (02?11-20%) [130013 -13b2)% _ 4? “[3ta93to? _ at 
(282) abre.  3b e E 
(2a?)(-3abyab) (2a?)(—3ab) (ab)? aób 


3 A 
| Resp. b) ON 3 a?p? 


- ¡OR 





Potenciación de un radical 


Sabemos que la potenciación es una forma abreviada de multiplicar factores iguales, por lo tanto: 
(Var = Ya Va Va Va... Ya > (1) 
H—— m veces ———y 


Como para multiplicar raíces del mismo índice, se escribe el índice común y se multiplican las 
partes subradicales, la expresión (1) la podemos escribir así: 





WYa:a:a...a = Nam > | 


Nam = "am 
Lm veces! - 


Para elevar un radical a una potencia solamente se eleva la parte 
subradical a dicha potencia. 


Potenciar cada una de fas siguientes raíces. 


3 2 ! | 
a AN3 2 3 52 6 3 
a) ( lazo) : b) | a - 6) (-3a? (ab?) - d) (23 ] a2p) 
Cc 
En cada caso potenciamos el coeficiente y la parte subradical dejando el mismo índice, efectuamos 
operaciones y si es posible simplificamos. 


a) (*fa2b) > (Tate) = a2by3 ="N aSp3 = a la?b? 











—y3 
Resp. a) (“fa2b) = a (a?b? 
3 ¡2 3 3 3 
2a%b| _ 2”. 222? _ a [teo 
JE lija NE 9 c 
3 2 3 
| e MEE [tab 
es. | nn E 


c) (-3a2 (ab?) > (-8a2 (abr) = (-32212%(tab?)? = 92 da?b* = 92% (a2b 








Resp. cs (—00**[anz)' = 0ato (año 
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d) (28 "(a2b) > (2a* ato) = (2a)* a2b)3 E Mal la?b - 88 (5 


EJERCICIO No (24) 


Aj Simplificar cada una de las siguientes expresiones. 
33) 32 3f 3/3 dl [A 31» Ya ETE ÓN E A 
m3 3r2 3-0 3+ 1%, (213/3+2 (a2+3 (a? (a+ 12; (3) 2(2+(180+/648+/125: 
(4) V27030+1160%2-8atb+(4b%a; (5) (45+180-127+160-/125+175; 
(6) | 9ab+y 16a -easpt+ 2795p* 


B) Efectuar cada uno de los siguientes productos y, si es posible, simplificar el resultado. 

A 0 | rr 37 355 1p5 

(7114-2412: (81/27-(8-1125; (9) o 299." 392b-|8b5: (10) E 5 3 
4 


a? 
1 "las "las 9[p2 S(5 
(11) (da? “obs. (49222: (12) A pr lor ms 
a a 





C) Efectuar cada uno de los siguientes productos y, si es posible, simplificar el resultado. 


(13) (332-220); (14) (-2a23(3)(4ab Va?b); 


O] 
(15) a(-22 | 2 )(500 [22 (28. (16) (4ab? la?b)(—3a?b la*b?): 
A a 
(17) -4(3ab [57)(-4ab* EE 





D) Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 


a Íx+y rra 1(3a+3x 


E) Efectuar cada una de las siguientes divisiones. 


(93 22 L88%b. ¡974 3e2b(2ab_. ¡95 202b% dat”. 
4a |5ab? (9a*p? 4ab5lab* 


- 3199 


(26) 302 1680? (27) seto [setp. (28) tato lato. 


b "32? b “oa5b 2ab* ap? 


Fj Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


3 
(29) as. Lanz; (30) L2b_, (31) LAS Ha, 


Sa 317.85 
(32 33-(azo; (33) db, (34) 12-42-42 
"La2b 618.12/64 





Gi: Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


(-12)(5 bs 5 


q 
(37) 53 2 M7 N5). (38) (Sab? 


-5-313)(14/5) 4(—5a?b?) (4 IN 2735 hb?) 











H) Potenciar cada una de las siguientes raíces. 


4 - 
(39) (*(azo)”, (40) ( ao. (41) (2a20 [a2b)"; (42) (4a2b"/2ab*): 


Ll 


(43) dazby, 


144) (lao, 155 (2EzerÍaD)» 


RESPUESTAS 





(1) 9/3: (2 2(3+51a?; (3) 20/2+11/5; (4) a*fb+6bfa; 
(5) 5 15-(5+23; (6) 7Vab+ab Va?b; (7) 23/86; (8) 30/30; 


(9) 2ab | 3ab?; (10) ab; (11) a2b2(323b: (12) a 
(13) -97248; (14) -8ato 935; (15) 600? [$2, (16) —12050*, 


| 512.3 
(17) acota [E (18) 9/2; (19) [2e5o. (20) HNx+y; 


24x, atx, 8a 
(21) MEE > (22) MES 3 23 5b' (24) | 2ab; 


sz e [2 (26) 3b (2 (27) 5a*b | (28) 2 ab 
a 


— —— 6 12) m2 —— 
(29) '" | 35a3p8; (30) Z. (31) (2.3. (32) al 3*ab?: 


(33) (2. (30 "212: (35) - 59/24; (36) - so En 


AZ, * [10032b, 20 /a2p; 
(37) 3 125 (38) — 5 q” (39) a*b ya*b; 
| $1..2 
(40) E a (41) aso fap?; (42) atatbi Za; (43) E 
c* 
4 1014 38 10 
(4a] Lao, (45) Lao 
e? 3 


| Radicación de radicales 


m = 
tad ni — m 
Sabemos que a” = ¡ a'P y que "Ya = a", por lo tanto, la expresión a la podemos escribir 
así: 





11 1 
fia a "La = AO =g"T =g3'n = Mena, por lo tanto, | 


rr raíz de un radical es otro radical cuyo índice es el producto 
de los índice y la misma parte subradical. 


A) Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 





y 


o Fl sr 








La raíz de una raíz es otra raíz cuyo índice es el producto de los índices con la misma parte 
subradical. 


Cuando el exponente es fraccionario lo transformamos a raíz y procedemos como raíz de una raíz. 
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a) ls > A = ya | Resp. a) e — az 
o a 7 ¡Ques: Y Via 


L 
4 





c) (s 0): > (P,20)* = ezo = ho PT | Resp. c) E a? 6) 
a Wsjar) 


B) Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


a) da 4h; b) 





mM]. 


> (| 2ab): rs ='Nab | Resp. d) (855) = 2 ab 


3 pa 


ab ab; <) Ae d) (a By e) SE y 








En los casos en que el radical que vamos a radicar tenga coeficiente, primero hay que introducir 
dicho coeficiente dentro de su radical respectivo, para poder aplicar la propiedad de la raíz de una raíz. 


a) La Y + ; a 5 = 1 bía)* = at | Resp. a) da T5 = asp 
a1b 


3 3 3 7 , - re 
b) ab >» ¡a bYab = laa - a = daiTps 


3 
| Resp. b) Lale - 24 [31795 
3 3 ( a - *, | y 
o Pato , [Mato _ [*[ato _'?[azo - a 1 
c e dia 59p..ol [> 
(c) c? (Resp. 0) C [03 








4 1 8 | : 
3 — 13 
ale PEy = . 
4 124 0 
[Resor (a HE 





24 Ln ZA z 23.212 
O O 
|ñesp- 0) 5 (5) E 





” T162=- 





C) Simplificar cada una de las siguientes expresiones 





_b3p2 “a?o? _ p? ab _ 
0 a£p? at rs 








5 
2 | 2 
a? 4(ba?*)*- a.) ab? 
as 7 
a””b4 ( la?p?)3 


Tenemos que recordar, que los exponentes negativos se transforman en positivos si la potencia se 
escribe cambiada de lugar respecto al numerador y al denominador. 


c) 








(b9)15(b%a8) 443p?)19 Za 50 p45p15724345p30 Ea o 29 (9 
(a?) 20(98p2) 10 —aoaopzo qa > ya 
ER 2 








Operaciones de radicales con sumas y productos 


En este tipo de operaciones es necesario que los Índices sean iguales, y para efectuar las 
multiplicaciones se aplica la propiedad distributiva de la multiplicación respecto a la adición y a la 
sustracción. 





D) Efectuar cada una de las siguientes operaciones. 


a) (13+(5): b) -3/a(2/3-5/b); c) (12+13)(15-17): d) (-3+2/a)(12+543) 





En todos los casos aplicamos la propiedad distributiva de la multiplicación respecto a la adición y a 
la sustracción, 


a) 2(13+15) > (2(13+15) =/2-(3+(2:15 =16+110 
| Resp. a) 12 (13+15) =/6+/10 


pr -3(a(2/3-515) = (-312)(213)-(-3(3)(545) = -o(3a+15/8b 
| Resp. b) -3Va(2/3-5/b) =-6/32+15/8b 


Ú 


O MAGA) AB ZA TAI BAG NT = (TO-(TA+[T5-(21 
| Resp. 0) (L2W3)((5-17) = (70-14 T5-(21 


d) (-3+203)((2+513) =(-3IWNDH.-MENDHA2LADND AL = 
-3/2-15(3+2/22+10Í3a 
| Resp. d) = (-3+248)(12+5/3) = -3/2-15/3+2/ 2a+10/3a 


Racionalización de denominadores 





Cuando el denominador de una fracción está formado por un monomio o por un binomio de 
radicales, se hacen las transformaciones necesarias para que dichos radicales desaparezcan, y a este 
proceso lo llamamos racionalización de denominadores. 


Cuando el numerador de una fracción esté formado por un monomio o por un binomio de radicales y 
sea necesario eliminarlos, a este proceso lo llamamos racionalización de numeradores. 


Aquí solamente vamos a explicar la racionalización de denominadores que es la que más se usa. 


Observación.— Cuando haya que racionalizar un numerador se invierte la fracción y se efectuán los 
mismos artificios de calculo que para eliminar los denominadores y finalmente la fracción que se 
obtenga se la vuelve a invertir. 


Racionalización con denominador monomio.- Para eliminar el radical del denominador nos 
apoyamos en las siguientes propiedades: 


a) Un radical se elimina cuando todos los factores que forman su parte subradical están elevados al 
mismo número que el índice o a un múltiplo de él. 
b) Si una fracción se multiplica o divide por la misma cantidad el valor de la fracción no se altera. 


Aj Racionalizar cada una de las siguientes expresiones 


<= 0 A y —— 


E a? asp a 3ab* 





En cada caso multiplicamos y dividimos la fracción dada por una raíz del mismo índice que la del 
denominador, y cuya parte subradical esté formada por los mismos factores que los que forman la parte 
subradical del denominador, pero elevados a exponentes, que sumamos con los que ya tiene,los núme-— 
ros sean iguales o múltiplos del índice. 


5 , 





a) Racionalización de 
5 
la? 
coi Midir. : de? 3 : da 5 
Vamos a multiplicar y dividir la fracción dada por ya*, porque a* que ya tiene por a* es igual a a”, 


que es el exponente que necesitamos para que a salga de la raíz. Después efectuamos operaciones y 
si es posible simplificamos. 


a Haz _ AÑ _a ja? Ala? 80 Resp a) 2 = la? 
faz * das 7 pe 


(a?) (a?) 


q a 





bj) Racionalización de 
ab 


4 
ab?, porque al multiplicar la parte subradical 


Vamos a multiplicar y dividir la fracción dada por 
dada (a*b) por esta (ab?) nos da: (a*b)(ab?) = a*b* que son los exponentes que necesitamos para que 


Aap? ab “ab? _ab “ab? _ab-lab? _ 
b abs rre datps e 
| Resp. b) E -= Yap? 


a?b 


a Y b salgan de la raíz. 











3 
3 
a (3ab? 
El coeficiente del radical del denominador no interviene en el artificio de cálculo para la 


2) Racionalización de 


racionalización. 
| e a E A O ; 
En este caso vamos a multiplicar y dividir la fracción dada por 4y3%a“b para que al multiplicar las 
raíces del denominador los exponentes de la parte subradical sean 3 


3 Ad%ao_ 2140 _ 2 3%a%o leete 


a(3ab) 
á 3 “lgab 
Resp. c) == a 
a (3ab? ab 


A: HE 


er E > 3ab* a 3%a 2b a Al 393 3 py 





B) Racionalizar el denominador de cada una de las siguientes expresiones. 


ay ab? 
“fazos 








2 
e) 13 a (28%, : 3a-= 28. 5 2 
Dri e 12 pe pS 





Procedemos como en los ejemplos anteriores. 


az >? LA RAFA 
a) - ab?__ ab? qe atb___ ytab?)*atb)? _ 10p)! 
» a] 34 2 = ab 
[a“p? atb? ya*b g4pa 
+ | 12( 
Resp. a) ab? Ms BRET 
4| a 
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| . 
y Zab? __2ab? "lta+o?? _ 200% d (a+b*? _ 200% ( 
a "5 ON TT +2 

La+o? la+b? lía +b?)? lla+b?) > 


2 2 212 
| Resp. py 229, 2ab Lath EE 
| El a+b 


la+b? 








AE CI CA E PA 3 395p3 -A2ao? 
E 














¡6a-2a 
2 
[esp oy 2122 - (622 
12 7 
2 = 
5 a? = a? e A e 
60 60 





= 18702 - da o | Resp. 1) a - Aasepse 
90 [ ¿60150 ab 3 2 ab 


a?.p? 


Racionalización con denominador binomio.- El producto notable (a+b)(a-b) = a?-b?, lo 
vamos a utilizar para racionalizar fracciones con denominadores binomios, en donde intervienen raíces 
cuadradas. 


Cuando el denominador sea una suma, multiplicamos y dividimos por su diferencia y viceversa. 
A este proceso lo llamamos multiplicar por la expresión conjugada del denominador. 
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Aj Racionalizar el denominador de cada una de las siguientes expresiones. 


1 1 9, 1 242 1242, y den 
(3+f2  A3-32 NE- dE 3x3 y2-(3  a-Yb 








Como en todos los casos el denominador es un binomio formado por raíces cuadradas, multiplicamos 
el numerador y el denominador por dicho binomio cambiado de signo, y así, al efectuar operaciones en 
el denominador de una suma par su diferencia aparece la diferencia de los cuadrados que anulan a las 
raíces. 





3.20, 3.,.3 B12__343-12% _ 3043-12 3 (3-3 
"az ME AE EAZ" 132 - (12)? 3-2 





0 = 3(13-(2) 





bj Z E - A. - TA A3I+H32 (2 Ls 
ANZ NINE ABAZ ATANZ la 
mE 5123+3/2) _ _5(2Af3+312) _ a | Resp. b) —— 6 5124 3 3+a 2) 
22.3-3*.2 12-18 E - 13-232 76 


y TL E, AA, AAA  C15+E - 15+J8 
15-42 15-42 5-12 15+12 5)? - (12)? $2 


| Resp. La 00 


y 2H2 y 2H2 242 313 _(2H2) (3-13) _ ES ESA 6-243+3/2-(6 
3H3  3H3 3413 3-13 (1312-43)? o 


y RAS HS 2213 12H3 _ 12131 
(243 12-43 12-43 (12+13 (121-(13)* 


= -(2+2/6+3) = -5-246 
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y Lando , dano _ dardo ato _ a+db) ta HD) _ 
a-(b a- db  a-íba+íb  (a)2-(b)? 


rabrabHb?  alarfabra(b+ E ] 
_aya+ ana b+yb* _ayatyabr+ayb+b de. y 12 Hb _b+aja+iab+ayb 
a*—b a*-b Mo a-(b a?—b 





B) Racionalizar el denominador de cada una de las siguientes expresiones 
+: 


5 Ya+b ey 12+b-3 $ — 
ao A rr A 133 


Procedemos como en los ejercicios anteriores, multiplicando y dividiendo la fracción dada por la 





expresión conjugada del denominador. 


y—_ E y ——m $ 0, Mia). Me DES 
1+[a+b 1+a+b Pm 1-(3FB  (1)2-(Ña +b)? -(a+b) 
AS == -3ya+b 


| Resp. a) 
o paro 1797 


E E A a+b____ datb__ Ea _ (fa+b) (Ya-b-Ya+b) _ 
fa-b+(a+b E 5 faro fa-6+(a+b Va-b-fa+b (da=b)?-(da+b)? 
NM _da?-b?—(a+b) _ —latb)+Ha?-b? _atb-ja?-b? 
-2b 2b 


a-b-a-b 
va 2_h2 
| Resp. b) b) fa+b _2+b la b 
fa b+Va+b 2b 








(a—b)-(a+b) 


q 12+b-3 , 12+tb-3,12tb-3 A2+b-3 _ (42+b-3)%_ _ 
(2+b+3 (2+b+3 (2+b+3 (2+b-3 FO) 213)? 





_ _ 2+b-6Í 2+b+9 _ 11+b-6/2+b 
b-7 b-7 
Resp. c) y 12+b-3 <= 4 LEE 
A b+3 
e 
223 


Como el denominador es un trinomio hay que racionalizar dos veces, considerando cada vez el 


denominador binomio. 
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4 (244 2) -43 8 +4] 2-43 _8+4/2-443 _8+4/2-443 
2+ 2413 py (24+12)2-(133?  4+4f2+2-3 3+ 4/2 


Ahora volvemos a racionalizar. 


8+4/2-413__8+412-4J3_3-442 _ (8+4/2- 443) (3-42 _ 
3+ 4/2 3+4$2  3-4/2 (3) ? - (4/2) ? 





_ 24-20/2-32-12/3+16/6 _ 8+20/2+12/3-16/6 


-23 2 
[hos 4 - ERARNAS 1 
2+12+13 23 
0 
e) ——— 
(5-13 


En este caso el denominador es binomio pero las raíces tienen índice 4, por lo tanto, si queremos 
eliminarlas tenemos que racionalizar dos veces. 


E A A E E Els ETA Eb E 
45-413 5% EN (15) 2 (413)? 5-(3 
Ahora volvemos a racionalizar. 


15-13 (5+/3 ME 5=3 





4 aa 
| Resp. e) — > EAS 
15-43 2 
6 341438 
3/3 


En este caso primero racionalizamos el denominador de la parte subradical multiplicando y 


dividiendo por la conjugada. 
26 A auna (1313? 13H? _ _3+H3 46 _ 36+118 _ 
3-13 13-43 3+$3 (3)? -(13)? Í6 158 16  fez 


_36+y18 _ EH 32.2 _ H6+N2 _(6+12 3+/3 _(6+/2 
= 6 = , 6 — 6 = e) | Resp. f) - 2 
313 
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EJERCICIO No (25) 


A) Efectuar cada una de las siguientes operaciones 





L 
3 


a a Vd ae (oil 
(5) (era (6) le “fa2o? > (e y 





B) Efectuar CAR una de 18 pIGnibR operaciones 


4 | E 
má losa; 18) la faz, (9) pans. (10) |a?b 
.2 


a 3.1 
an MEN (5): (12) a?b? (ais ao”. 19% oa) 


C) Simplificar cada una dé las siguientes expresiones 











(2a2os Lazos 320)" dad.pi.p?t ap (3 2p)? 





D) Efectuar cada una de las siguientes operaciones 
(20) IN 243); (21) -2/at4b-342); (22) ((3+15)(1 2-16); 
(23) (3+2B)(-443+5/b); (24) ((2+1D113-45); (25) (3+2/ab)( -2(a+1/b) 





E) Racionalizar el denominador de las siguientes expresiones 


Z 
(1 3. (29 —2-—— :(28) 2. (29) a 
o 2a?p? 3b | 2a?b a Ñ a+b y a+b 


a Ed ES 


212 ¡ _ 
(30) 2£b*_. (31) 2%ab_. (39 —_3a+3b__. (33) _abJab. 


y (ab)? a? by a-51 (a+b1? Í (a+b) É a?p? 


1 





(34) 28202, (35) LE. 1967 ERE, (97 EEE 


, 





3 , 
(39) [382b. (40) [528% . (41) dz. (49, Sab? 
ab 05 JE Afgaps 





F) Racionalizar el denominador de cada una de las siguientes expresiones. 








(43); (44 5, (45) —1—, (46) —5—, (47, Í£—, (48, 302. 
(5+(3 17-12 313 az EA (3+/2 (517 





(49, H3—. (50 ISH2, (59 add, (59 ; (53) —La+b__. 
a3+5 (2 15-12 ab an fa+b- (ab. 


(54) 128:+b-1, (55) 1 (56) —3—, (57 —£, (58) [2-22 
| 2a+b+1 1- A 3-1 2415 +2 3+2Xa 





RESPUESTAS 

1 (222412; (3) 'lasoz; (4) “fao?; (51 “(a3pz. 

65: (1 Vans (8) (azs. in (10) *[227p10. 
9a”b 


9 12 | 1205 
am e a (12) a2p? E 13%, (14) BE, 
b? y8b? p* p? == PLE 
1229 1515,18 | 
(15) mo (16) a3'fasps. (17) —t—, 
yb 24.20p19.12/3 


180 | 
12129 93p; (19) a3b Po (20) 3+16; 
2a?c al? 
(21) —-afab+6/2a; (22) [6-23/2+[ 10-120; 
(23) -12(3+15/b-8/3b+10b; (24) [6-/10+3-/15; 








(18) 





17D 


! | 51 ,14.243 
(25) -6/(a+91b-4a(b+6b1a: (26) 3e [21a20?, 


> 2 3.f | 
(27) Pdo (28) Aa +b, (29) 3 Úta+b)?: (30) (a+b) |a—b; 


p? 


_—— 1 55d INEA 
(31 L22b, y 2, 133) *Jasps; (30) SB A (la ED. 
api? 


a- 


“y 209 E ¡ 2 ¡ 2 co 5136 
(35) 2, (36) '"(07, (37 St Aabta”, (39) ARA, 
a | 
] 15 2 3 9 12 5.6 
(39) (32a%b; (40) PAstate, (41) AAaates, 


(42) 3b'lan=2.p978; (43) 25-(D): (44) (TH/2; 

(45) AG+212. (46) 1543-2015. (47) 115-110; 

(48) _A10+9118. (49) -24+10/6; (50) 7420. 

(51) biala—afb+ab, (57 2-[2te, (59) 2tbtla?=o?, 
(54) A E (55) _—3+2 2H(5-410, 


(56) 18(3+12/2+30(5+8130. (57) 414/27+9[T2-(T8-8 ; 





| Igualdades 


En matemática para indicar que una cantidad o expresión matemática es igual a otra usamos el 
símbolo =. 


Una ¡gualdad es una expresión matemática que indica que dos cantidades o expresiones algebrai - 
cas son iguales. 


Sonigualdades: 3 =3; 3+5=8; 16 =1+9+6; etc. 


Cada uno de los números o expresiones escritas a ambos lados del signo = se llama miembro,siendo 
el primer miembro el que está a la izquierda y el segundo miembro el que está a derecha del símbolo =. 


== 





- Operaciones con igualdades 


a) Si sumamos miembro a miembro dos igualdades obtenemos otra igualdad. 
b) Si restamos miembro a miembro dos igualdades y la operación es posible, resulta otra igualdad. 
c) Si multiplicamos miembro a miembro dos igualdades obtenemos otra igualdad. 


dj Si dividimos miembro a miembro dos igualdades y la operación es posible, obtenemos otra 
igualdad 





ECUACIONES 


Una ecuación es una igualdad que tiene una o varias cantidades o números desconocidos, que se 
llaman incógnitas, las cuales, generalmente, se anotan con las últimas letras del alfabeto, x; Y; 2; 


Resolver una ecuación es determinar el o los valores de las incógnitas para que dicha ecuación se 
transforme en una igualdad. A este o estos valores de la incógnita se les llama solución de la ecuación. 


Cada una de las expresiones separadas por el signo = se le llama miembro de la ecuación, siendo 
el primer miembro el que está a la izquierda del signo = y segundo miembro el que está a la derecha. 


Cada una de las expresiones que están separadas por los signos + o — se les llama términos. 
Ecuaciones equivalentes son las que tienen las mismas soluciones. 


identidad .— Es una igualdad que se verifica para cualquier valor de las letras que la forman. 
Son identidades: (a+b)? =a?+2ab+b?; (a+blla-b) = a?—b?*; etc. 


Las ecuaciones pueden ser numéricas, que son las que no tienen más letras que las incógnitas y 
literales,que son las que además de las letras que son las incógnitas tienen otras letras. 


| Resolución de ecuaciones 


Resolver una ecuación en encontrar el valor de la o las incógnitas, para lo cual se usan métodos 
según cada caso. 


Para la resolución de ecuaciones nos apoyamos en las propiedades de las operaciones con 


igualdades. 
esemeros [2 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 


al x+5 =8; b) 2x-2 =4:;. c) + 3 


 _R RR RQÉP< €É£É A AA 
El proceso matemático para resolver cualquier tipo de ecuación, consiste en aplicar tantas veces 


como sea necesario las operaciones con igualdades (sumar, restar, multiplicar y dividir) hasta aislar a la 
incógnita en uno de los miembros de la ecuación, generalmente el primero. 
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al x+5 =8 —=Para que la x se quede sola en el primer miembro tenemos que eliminar el 5, 


lo cual conseguimos sumando a la igualdad dada la igualdad -5 = -5 
x+5 = z Se tiene que cumplir que este valor de x sustituido en la ecuación la 
<A transforme en una igualdad. 
x+FO = 3 
Aa x+5=8 3 Parax=3 + 3+5=8 + 8=8 3 Igualdad 


b) 3x-2 =4 —+*=Para eliminar el —-2 a la igualdad dada le sumamos la igualdad 2 = 2. 


3x-2 4 
DO 2 
3IxFO =6 + 23x=6 


Para eliminar el 3 que multiplica a la x dividimos la igualdad 3x =6 por la igualdad 3 = 3, 


x= 6 Comprobación 
3 = 3 Se tiene que cumplir que este valor de x sustituido en la primera 
3x 6 ecuación la transforme en una igualdad. 
Ss 3 
3x-2 =4: Para x=2 » 32)-2 =4 + 6-2 =4 
2 4 =4 3 igualdad 
c) +1 =3 —e Primero eliminamos +1 sumando a la igualdad dada la igualdad -1 =—1, 
2x 
5 +1] = 3 
1 == .] 
Kin 8 
5 +0 = 203 de 
Para eliminar el 5 que divide a x multiplicamos la igualdad obtenida por 5 = 5. 
2X 
== 2 
5=5 


(Les (2115) + 2% =10 


Para eliminar el 2 que multiplica a x dividimos esta última igualdad por la igualdad 2 = 2. 


2x = 10 Comprobación 
2 == 2 Se tiene que cumplir que este valor de x sustituido en la primera 
2x _ 10 ecuación la transforme en una igualdad. 
2 2 | 
+1 =3; Para x=5 + DA =3 + 241 =3 
x=5 


3 =3 3 ¡gualdad 
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Forma práctica de resolver ecuaciones.- Si observamos la forma de resolver la ecuación 


5 +1 =3 aplicando las propiedades de las operaciones con igualdades resulta que, en realidad.hemos 
hecho lo siguiente. 


Para eliminar el 1 que suma a la incógnita lo pasamos restando al segundo miembro. 


> A > E A 2x _ 
Tod a pe i1e2 3 5=2 


Para eliminar el 5 que divide a la incógnita lo pasamos multiplicando al segundo miembro. 


2=2 + 2x=5(2) =10 + 2x=10 
Par eliminar el 2 que multiplica a la incógnita lo pasamos dividiendo al segundo miembro. 
2x =10 3 x= =5 3x=5 


En forma general, un término puede " pasarse " al otro miembro de la ecuación con el signo de 
sumar o de restar cambiado. OS 

Un número que multiplique a la incógnita puede " pasarse ” dividiendo al otro miembro. 

Un número que divida a la incógnita puede " pasarse " multiplicando al otro miembro. 

El orden para " pasar " los números que afectan a la incógnita son: 


1% Los que suman o restan, 2%) Los que dividen y 3% Los que multiplican 


EJEMPLOS | 





Aj Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 








A 5x—6 a DES. <DEFÓ, — 
al +1 =7; b) q +tt=x ad = q =-4 





Debemos entender que resolver una ecuación es calcular el valor de la incógnita, para lo cual se va 
transformando la ecuación dada en otras más sencillas, siempre apoyándose en las propiedades de las 
operaciones con igualdades. 

Cada vez que hacemos una transformación nos resulta otra ecuación que es equivalente, es decir, 
que tienen las dos las mismas soluciones, por lo tanto, podemos hacer todas las transformaciones que 


necesitemos para calcular el valor de la incógnita, a sabiendas de que el valor de la incógnita no se 
altera. 


a) Be == 7 


Los números que acompañan a la x en el primer miembro de la igualdad son el 1, el 3 yel 2 
que pasamos al otro miembro de la igualdad, en este orden y efectuando las siguientes operaciones. 


1% el 1 que como está sumando a la incógnita pasa restando. 
2%) el 3 que como está dividiendo a la incógnita pasa multiplicando 
3% el 2 que como está multiplicando a la incógnita pasa dividiendo. 


ZO = 


Todo lo explicado lo expresamos matemáticamente así; 


2x j DEE AA = a a 
q +1 > qontsl A 30 > DXe=d6=18 + Mai] +» 
| Resp. a) x =9 
Comprobación 


Se tiene que cumplir que el valor de la x sustituido en la ecuación original la transforme en una 
igualdad. 


+1 =7; para x=39 3 AA: =7 + 6+1=7 >» 7=7 >» igualdad 


Como la ecuación dada se transforma en una igualdad para x = 9, significa que la solución es 
correcta. 


pr 28 44 =Xx + m.cm =4 


En este caso, como la x está en los dos miembros de la ecuación, hacemos las transformaciones 
necesarias, agrupamos términos semejantes y cuando lleguemos a una ecuación con una sola x 
procedemos como en el caso anterior. 


IS -6+4-4 =4x » 5x-6+16 = 4x + 5x+10 = 4x + 5x-4x = -10 + x = -10 


| Resp. b) x = -—10 


o) 228-308 - 4 + m.cm = 15 


—. DoS - -4 > 3(2x+5)-5(3x+6) =151-4) >» 6x+15-15x-30 = -60 


-9x-15 =-60 3 -9x = -60+15 =-45 +4 -9x=-45 3 x= == o 





| Resp.C) x=5 


A AAAáúáaO34 4 KÑRQo A  — _—__—_=============A 


B) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 
a) 16x-13x-(6-9x)] = 30x+[-(3x+2) -(x+3))]; 


b) (3x-4)(4x-3) = (6x-4)(2x-5); €) (x-2)?-(3-x)? = 1 





a) 16x-—13x-(6-9x)] = 30x+[-(3x+2) -(x+3)] 


En este caso eliminamos los signos de agrupación, agrupamos los términos semejantes hasta llegar 
a una ecuación con una sola x y después procedemos como en los casos anteriores. 


16x-1[3x-[16-9x)] = 30x+[-(3x+2)-(x+3)] + 16x-[3x-6+9x] = 


= 30x+[-23x-2-x-3] + 16x-3x+6-9x = 30x-3x-2-x-3 3 4x+6 = 26x-5 


| | 11 1 
=26x+4x = -5-6 + -22x=-11 >»  Meii=, 7 ji | Resp. a) x= + 
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b) (3x-4)(4x—3) = (6x-—4)(2x—bB) 
En este caso efectuamos los productos y agrupamos los términos semejantes hasta llegar a una 


ecuación con una sola x y después procedemos como en los casos anteriores. 
+ 12x*-9x-16x+12 = 12x? -30x-8x+20 
8 


(3x-4)(4x-—3) = (6x-—4)(2x-—5) 
13x =8 + x = 13 


12x?-25x+12 = 12x?-38x+20 » 12x?-25x-12x?+38x = 20-12 35 
| 0-4 
Resp. MXx= 13 


| c) (x-2)%-—(3-x)* = 1 
En este caso desarrollamos los productos notables y después procedemos como en los casos 


+ x*-4x+4-9+6x-=x? =1 


anteriores. 
(x-2)2-(3-x)? =1 3 x?-4x+4-(9-6x+x?*) =1 
6 | Resp. Cl x=3 


— =3 


E 





Lx) = 1 
€) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 
323 7 _2x 
y 2x3, 2(x-6) _ 7. 2(5x-39). 3 2. $8 3 
METE REI TES > SU E TN 
3 3 2 
xF1 EZ - = 





En todos los casos hacemos las transformaciones que consideremos necesarias para llegar a 


despejar a la x. 
2x-13 ,2(x-6) _ 7 , 2(5x-39) pa 
ars txe "8* 38 > mem = 24-38) 


12(2x- 13) +48(x-6) = 21(x-8) +16[5x-39) 
24x-156+48x-288 = 21x- 168+80x-624 


48 12 | Resp. al x =12 


=29x =-348 + x="5g 











5 Y 7 _2x 10=9x 21-16x 
bj 2_E€ _ Y 3 + $ y 10-9x 8x-3 _ 21-16x 9x-7 
dE E 9x-7 — 8x-3 6 6 24 3 
3 3 2 3 6 


24-3-(10-9x)(8x-3) =6-6-(21-16x)(9x-7) » 2(10-9x)(8x-3) =(21-16x)(9x-7) 
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(20-18x)(8x-3) = (21-16x)19x-7) + 160x-60-144x? +54x = 189x-147-144x%+112x 
-87x =-87 » x=1 


214x-60 = 301x-147 + 
| Resp. DD x.=1 


E, E 


dia x+3 24 2x-3 A 
a 2 7 APP : SA pia | 
ia O >? Mem SES 

OEDORF=(x—=1)00+2)+4 =0 3 x! A SP E 





+A Ae 2)+44 20 2» x2+4x+3-x?%-x+2+4 =0 


3x+9 =0 + x=-> e | Resp. cl x =-3 


Observación importante.— Si este valor de x lo sustituímos en la expresión dada, veremos que no 


cumple, porque hemos hecho operaciones falsas. 
Hemos utilizado un m.c.m = (x-1)(x+3) que para x = —3 vale cero, por lo tanto, todo lo que 


hayamos multiplicado por el binomio (x+3) lo hemos transformado en cero. 





D) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones literales. 
+m  Xx-=n 
2 LO Sul LS 


o. Xx a b G 
a) =+— =c; b —+— += =d; € 
> b S dir X Xx d n m 
A 


Los tres casos son ecuaciones literales, en donde la x es la incógnita y las otras letras se 
consideran como si fuesen números, por lo tanto, en muchos casos para agrupar a las equis tenemos 


que sacar factor común. 
a) e =0 3 xb+xa =abc >» xíb+a) =abc >» a Sr 
| Resp. a) x e 
a+b+c 


a b c 
— A — hh — = pa — 
b) = = Ss d »> ar+btc=xd + x= 


| Resp. b) x nt 


+ xn 
CDA 2 ss míx+m—oíx=nm) =2mn + mx+tm?*-nx+n* = 2mn 





c) 


n m 
x(m=n) = 2mn=m?-—n? = - (m?-2mn+n*) 
-(m?- 2mn+n?) im=n)? | 
== ( = MAL  -(m=n) =n-m 3 x=n-m 
AS lm-—n) (m=n) 


| Resp. Cc) x =n=m 


IS = 


| Ecuaciones de segundo grado 


Sabemos que una ecuación es de segundo grado, cuando después de hacer las transformaciones 
correspondientes se puede escribir de la siguiente forma. 


ax*+bx+c =0 


en donde a, b y ec son números reales y a+0 


Resolver una ecuación de 2% grado es hallar el o los valores de x que la transforman en una 
identidad. 


Los valores de x que transforman a la ecuación en una identidad se llaman soluciones o raíces 
q E A<ádtll 4 A <> AAA 

Una ecuación de 2% grado puede tener dos, una o niguna raíz real. 

La fórmula para calcular las raíces de una ecuación de 2! grado, llamada resolvente es: 


y = 03 b? 400 


A) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones de 2% grado. 
al xé-5x+4 =0; b)-x2+3x+10 =0; C0)x2?-6x+9 =0: 


d) 2x?-4x+1 =0; el -x*-x-5=0; 


En cada ecuación identificamos los valores de las letras a, b y c, las cuales sustituimos en la 
resolvente. 


| a) 2-5x+4=0 >» a 


Ú 
hh 
a 
il 
| 
(8) 
E 
O 
!l 
h 


_ 52516 _ S£f9 _ 53 
A - ES 





a E =11 >» Xa =1 


| Resp. a) xy =4; xz =1 


| b) —¿+3x+10=0 >» a ==; b=3 y 0 =10 
A AAO_—_ A 





| Resp.D)x; =-2; X2 =5 
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| c)-6x+49=0 » a= 


_ =bifb?-4ac _ ¡ _ 6136-36 a 240 eS 
23 2 
6 e 
— =3 | Resp. a) xy =x2 =3 








, bx b?-4ac _ -(-4)H (4) 
z > 212) 


28 


442 _ 4,242 _,,12 ME _4-N2 4 
4 ¿22 - 1 +1L; + a =1+ 7, Xp = a =7% a 


4 
+2; xo 1-8 


| e) é-x-5 =0 
Multiplicamos la ecuación por —1 para cambiar los signos 
2+4x+5=0 » a=1; b=1yc=5 
E _ —bélb?-4a0 (MA (1m?-4(11(5) _ 14 E 20 _ SS 
- == AM) 


23 





Como las raíces de índice par y parte subradical negativa no tienen respuesta en el conjunto de los 


números reales, 1 —-19 f R, por lo tanto, esta ecuación no tiene respuesta en dicho conjunto. 
| Resp. e) No esta definida en R 





B) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones de 2% grado 


x? x? 
a) 37 =0: b)x*-3x =0; c) 32 =0 





ye? 
a) 5 5=0 
Es una ecuación de 2% grado incompleta y como solamente hay una x resolvemos la ecuación 


despejando. 
2 | | 
-5=0 >» 2-10=0 +» x*=10 = +10 | Resp. a) x; =+110; X2 = (10 


2 
b) x?-3x =0 
Es una ecuación de 2% grado incompleta, porque le falta el término independiente y la resolvemos 


factorizando. 
x=-3x=0 » x(x-3) =0 
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Ahora razonamos así: Si el producto de dos números es igual a cero, significa que por lo menos, 
uno de ellos es cero, por lo tanto: 


| Resp. b) xi =0; xs =3 


Cuando x =0 ycuando (x-3) =0 >> x=3 


e > | 
c) 7 2x =0 > xX“-6x=0 3 xiíx-6) =0 


Cuando x =0 y cuando (x-6) =0 + x=6 


| Resp. Cc) xi =0; xX2 =6 


C) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 








XT 
d) x2+3x+ 3/2 = =[2x; e) x2+mx+mn+nx =0 


il 


a) 4x*-1) =4x-1; b) + =5: c) 2x1 _2x+1, 





| a) 4x?-1) =4x-1 + 4xé-4 =4x-1 3 4x2-4x-3=0>a=4;b=-4yc=-3 


_ bil b?-4a0 _ 1-4 (-4)2-44 3) _ 4216798 _ 42 [64 _ 48 
la = 2(4 S SS 8 
448 12 _ 
Xx =—3> NE 


=D á a 
8 8 2 a. 








- 8/64-64 _8:0 _, 
E 


| Resp. DI Xi =X2 =4 





. _—btlb?-4ac _ 


2a 





TN 49-4 _ 74145 _ 732.5 _7:3(5 
2 ME 2 39 
2 | Resp. C) xy = +95, X2 - 1-15 


— Ga: 





d) x?+3x+ 342 =-[2x > x* +3x+3/ 2+Y 2x =0 
Preparamos esta ecuación para que sea de la forma ax*+bx+c =0 


ARA 20 2» HB 2 = 0 + 231; b=(3+12); ec =312 





Con artificios de cálculo vamos a transformar 11 -612 en factores o en un producto notable. 


Por tanteo llegamos a (3-42)? =9-6/2+2 = 11-612 > 11-612 = (3-12)? 


Llevando este valor a (1) resulta: 
a -3- (2 (3 232 _ -3-(2£(3-12) 


2 Ni 2 


2-24 (3= | — == 1 13 = 
y A A A Ba a 


| Resp. d) Xx = = (2; Xx =-3 


el >2+mx+tmn+nx=0 > x*+(m+n)x+mn =0 +a =1; b =(m+n) y c =mn 











2a PA 2(1) 





2 —m-nty(m—n)? _ —m-—ntím-—n) 
2 2 
- -m-n-(m-—n) =2m 
pe E MIO QA ISS A AA 


| Resp.) Xx =-N; x2 =-m 


EJERCICIO No (26) 


A) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


(1) 32 =x-2; (2) 2% = 3:10; (3) 1% +3 =$, 
ZXFA IRE my Sx+4 e 45 2x+6 _ 
DET TI ÓN 35 (5) —+2x = 4x+2; (6) TT y "a 
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B) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 
(7) 2(3x+3) -4(5x-3) =x(x-3)-x(x-5); (8) 3x(x-3) FS(x+7)-xix+1)-2(x?+7)+4 =0: 


(9) (0e+1)(2x+5) = (2x+3)(x-4)+5; (10) (3x-1)2-5(x-2) -(2x+3)?-(5x+2)(x-1) =0 


C) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


13 
2 23 e ER te A 
375 
o 
277 8 8. 194, IX 416 480228, xo, 
ATA A 
2 
x=1_ 1x5 14-27 _x-9 7 
jode dia ir aer e do 


DU) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones literales 
x+a_x+b S O EOS ri bi. 
(16) a pot: 112) a cc hb dq (18) b=x  a-=x' 


L] 


(19) alx-b) = bía-x)-(a+b)x: (20) ala o  Mbto = 








qy xX+a xa _x+tb,2(x-b) 
(O ta TT a—-b 


E) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones de 2% grado 
(22) x2-5x+6 =0; (23) x2+x-20 =0; (24) 6x2+5x-4 = O; (25) -x2+2x+1 =0: 


(26) x?-2x+2/2 =/2x:; (27) 2x2-7mx+23m? =0 


F) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


(28) x? = BomE, (29) (x+2)(x+3) =6; (30) (2x-3)? =8x; (31) =-2 =9 


LB Xx_21 _47 
(32) x+2 47 > (33) 7 7x+68=7 


G) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 
(34) (6x2 -(3x =/2x-1: (35) 4x3 = -—(3x; (36) x2-2x-(2x = 212: 


(37) x*-ax-2a? =0; (38) 2x?+3ax?-2a? =0: (39) 4-ax+ab-bx =0: 
(40) x?-2mx+m?-=n? = 0 
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RESPUESTAS 
(1)x =-2; [2)x =4; (Bx =-5; (4 x=1; (5) x = -2; 


(6) =-7; (7)x=3; (8)x=5; (Ux=-1; (101x =-,; 


(11)x=8; (12)x=30; (13)x=%%; (14) x=5: 
(15) x =17: (16) x = 2, (17) x = 2, (18) x =a+b: 
(19) — (20) x =a-b; (21)x=3b; (22) xy =3; x2 = 2; 


| 1 4 
(23) x, =4; x» =-5; (24) x, = Zi AE 
(25) x =1-22; x =1+2/2; (26) xy =2; x2 =42; 
(27): =3m: x=. .= ce (28) x, =-2; x» =-3; 
(29) xy =0; x= -5; (30) =%: x2=>+: 
(31) x, =3; x =-9; (32) x, =1; x» = -4; 
(33) x, =14,52; x2 =-—12,55; (34) x, 12 X2 = 13. 
(35) xs =-43: x=-1; (36) xy =2; xo =42;: 
(37) x, =28; xo =-a; (38) x, = E) X2 =-—28; 


(39) xy =a; x =b; (40) x, =m+n; x =m-n 
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Ecuaciones irracionales 


Cuando en una ecuación la incógnita está bajo un signo radical decimos que la ecuación es 
irracional. 

Para resolver una ecuación irracional es necesario eliminar el signo radical, lo cual se consigue 
elevando los dos miembros de la ecuación o una potencia igual al índice. 


Observación. — Cuando se elevan a la misma potencia los dos miembros de la ecuación, al resolver la 


ecuación que nos resulta pueden aparecer soluciones que mo cumplan con la ecuación original, por lo 
tanto, se recomienda chequear cada solución en la ecuación original. 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 
a) ix+1=3; b)x+2 =3/2x-8; 0) 4-312x+3 =0; 
== == _ 
d) 2 3x+1-Yx =0; e) (2 ixF2 =2; f) la+al x-2= 2/3 





Como en todos los casos la incógnita está bajo un signo radical, elevamos los dos miembros de la 
ecuación a la potencia necesaria para eliminar la raíz, efectuamos operaciones, resolvemos la ecuación 
resultante, y si es necesario, chequeamos las soluciones en las ecuaciones originales, pues en muchos 
casos al elevar los dos miembros de una ecuación aparecen soluciones que no cumplen con las 
ecuaciones dadas. 


EXE =3 3 ((x+1)% =(39% + x+1=9 + x=8 
| Resp. a) x =8 


Chequeo + |x+1=3; parax=8 + (8+1=3 + (9=3 + 3=3 ¡gualdad 


br xt2 ==? 2x8 + (Wx+ 2)? =(9 2x8)? > x+2=2x-8 » x=10 
| Resp. b) x = 10 


Chequeo > Yx+2 =*(2x-8; para x=10 + 10+2 =*/20-8 3 (12 =3/12 ¡gualdad 


c) 4-3Í2x-3=0 >» 4 =3/2x+3 > (4)? =(312x+3)? >» 16 =9(2x+3) = 18x+27 


5 PO y | a E 
16 =18x+27 + x = 18 Resp. c) x = —33 
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3 A 
e) (2 +2 =2 > Plariz=z) =(238 + 2+íx+2=8 +5 Íx+ =56 
Nx+2)? =(6)? > x+2=36 + x= 34 | Resp. 6) x = 34 


% 
f) 


larof=z = 23 + Claror=2)' =(213)" + 4+2íx-2 = 2*-2? 


4+2 x= 2 =144 > 2x2 =140 >» (x-2=70 > (1x-2)” = (70)? 
x-2 =4900 > x=4902 | Resp. f) x = 4902 
4 4 4 
Chequeo > laraj=2 =2/3 para x =4902 >» la+2/1302-2 = a+ 4900 = 


= 444270 = 9 (4F140 =*(144 = 122 =(12=2/3 > 213 =2/3 > igualdad 


| Valor absoluto 


El valor absoluto de un número real a se anota la| y significa que tanto si es positivo o negativo 
el valor del número, su valor absoluto siempre es positivo es decir: 





|+a] =a y |-al =a 
' y : 1 E O 1 
Ejemplos: |4| =4; |-4]| =4; || =>: [=$ | = 3. etc. 


Inversamente cuando conocemos el valor absoluto de una expresión, tenemos que considerar que 
dicha expresión puede ser positiva o negativa. 


Ejemplos; a) |x|] =3 + Significa que x puede ser positiva o negativa, entonces +x = 3o -x=3 


bj |2x+1] =4 5 Significa que (2x+1) puede ser positiva o negativa, entonces 
+(2x+1) =4 o -(2x+1) =4 





Resolución de ecuaciones con valor absoluto 


Resolver una ecuación conociendo su valor absoluto, significa que tenemos que resolver dos 
ecuaciones, una positiva y otra negativa respecto a la ecuacion que está entre las barras. 


EJEMPLOS 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 


a) |x+1] =4; b) |2x+ + | <=: ao Elsa] =a, fax +a- E] =: 
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Como en todas las ecuaciones nos dan el valor absoluto, significa que en cada caso tenemos que 
resolver dos ecuaciones, una positiva y otra negativa. 


a) |x+1| =4 > entonces >» +(x+1) =4 y -—(x+1) =4 
+H(x+1) =4 3 x+1=4 + x=3; -(x+1) =4 > -x-1=4 > x=-5 


| Resp. al x =3; x2 =-5 








le E 4 MY o" PER R8 UN dl 
ME + entonces 1HREG)AG y [2RS) LR 
HS) = + + +24 > =3 + 123 =2 > x= 
VES E E ES IE E SADA 2 E 
(Ah). 3 2x SS > 12x-3=2 3 x= 12 
RE 
Resp. b) xy = 12 2 =-773>3 
2x1 A | 2x=1 Loy (2x1 a 
o) | 3 +2| =4 + entonces 3 E +2) =4 y ( 3 +2) =4 
(27142) =4 > 24224 > 2x-1+6=12 » x= + 
p2x-1 = =2A+1l a DS A = — 
“A +2)=4 3 3 2=4 3 -2x+1-6=12 » x= z 


| Resp. C) xy = +: X2 = -H 
d) [30+2) + | =1 + entonces > +[31x+2)- +] =1 y -[8x+2)- +7] = ] 


| A E PE dia e PE __ 
+[3(x+2) 3 ]=1 4 3xt6==3 =1 + 9x+18-1=3 + x=-3 
1 


-[3tx+2)- 5] =1 + -3x-6 + 3 1 + -9x-18+1 =3 3 x=- 


| Resp. d) xy = + Xo 


Ecuaciones exponenciales 


Una ecuación exponencial se caracteriza porque tiene la incógnita en forma de exponente y se 
resuelven o aplicando artificios de cálculo o aplicando logaritmos. 


Ecuaciones exponenciales binomias.- Cuando las ecuaciones exponenciales tienen solamente dos 


términos, en algunos casos es posible igualar las bases en los dos miembros de la ecuación, con lo cual 
se pueden resolver igualando los exponentes. 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


a) 2 =8: b) pá -7x+ 14 =9: c) p3x+ 12 =1: 


d) 3+ 3 = 51 ey 4x+1 =g3x2. (5x+3 = 3 2954 
¡ E : ¡ 
Todas ellas son ecuaciones exponenciales, por lo tanto, para resolverlas tenemos que: 1%) igualar 


las bases, 2%) igualar los exponentes y 3%) resolver la ecuación resultante. 
Escribimos el 8 en potencias de 238 = 2*, por lo tanto, 


a) 2 =8 > 
X= 7, 2=2* 


Ahora razonamos así: Si dos potencias son iguales y tienen la misma base los exponentes son 
Resp.2) x=3 


iguales, por lo tanto. 
2=2 y x=3 


b) 3-7 1429 -9=3 >» Pó-7x+ 14 = 3? 


b=-7yc=12 


Como las bases son iguales los exponentes también, por lo tanto: 


7x4 14 =2 > x2-7x+12=0 + a=1; 





| Resp. b)xy =4; x2 =3 


Cc) 5%+12 21 31=50 3 5%x+12 260 Y 3x+12=0 3 Xx 
| Resp. cl x 


+ x+3=-4 » x=-—/ 


! 
¡ 
IS 


> qr+ 3 == 3r4 


Resp. d) x = -—7 


e) a+? =8%2 > El 4 yel 8 los escribimos en potencias de 2; 4 =2* y 8 = 2 
g+0 =grr?l y (22)%+ 1 = (29)9x-2 y 92X+2 299x686  2x+2 =9x-6 


A | Resp e) x= $ 


x=8B 3 SF 
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x-4 
3 PP. — —— e 
par = art y 942257 =(81) 7 =5 ? 
2x-8 Dn iá 
E A 3 + 3x+9 =2x-8 » x=-17 


| Resp. f) x = -17 


Ecuaciones exponenciales trinomias.—- Cuando las ecuaciones exponenciales tienen tres 
términos, no hay un método general de resolución, pero en muchos casos se aplican incógnitas 
auxiliares para transformarlas en ecuaciones de 2* grado. 


El método más usado para resolverlas consiste en descomponer los términos que tienen a la 
incógnita en potencias de la misma base, con el objeto de transformar la ecuación dada en una 
ecuación de 2% grado. 


Con las raíces de esta ecuación de 2% grado formamos ecuaciones exponenciales binomias que ya 
sabemos resolver. 
Son de mucha utilidad las siguientes transformaciones: 


a+ gZ N3.y? ya”b ee (nd) * yl (nxyD 


EJEMPLOS AAA 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


a) 2 FIG =0; d) 6:41 07 0) MÍ 4 


qe 
| a) 4-2*+34+16 =0 


Como es una ecuación exponencial trinomia, por medio de artificios de cálculo vamos a trans- 
formarla en una ecuación de 2* grado. 


Hacemos las siguientes transformaciones. 








42 am (29% y PU=(29% 5 PRELRAA AE y 270 812%) 
Sustituyendo estas transformaciones en la ecuación dada resulta: 
42 t+16=0 » (2)2-829+16=0 > (A) 
Ahora utilizamos una incógnita auxiliar para transformar la ecuación (A) 


Sia 2* la llamamos y, la ecuación (A) se transforma así: 
(2:)2-8(2:)+16 =0; para 2* =y + y*-8y+16 =0 


ecuación de 2% grado en y, que resuelta da: y; =4; y =4 


+= 


En la ecuación 2% = y calculamos el valor de x, así: 
2 =2% + x=2 


| Resp. a) x =2 


2% =y; para y =4 » 2 =4 =2* 


b) 4-6-4*+1 =0 





Como es una ecuación exponencial trinomia, por medio de artificios de cálculo vamos a trans— 
formarla en una ecuación de 2% grado. 


4-6:4*+1=0 3 aL: =0; para 4 =y 3 ES +1 =0 
4 
y -6+y=0 3 y?+y-6 =0, que resuelta da: y, =-3, y» =2 


Cálculo dex >» Para y =-3 + 4% =y=-3 » 4 =-3 3 (A) 


La ecuación (A) no tiene solución, porque ningún número positivo elevado a otro número cual — 
quiera da como resultado un número negativo. 


Para y=2 >» P=y=2 > 4 =2 » (22) =2 > 2% =2) 


ada 
L nesp. b) x= 7 








qx-1 qx=i gx  2x 3x-1 0% 
3 
1 E 3 
XK : - A 0 En 2 
iS + para X=y + yt =4 


y4+3 =4y > y?-4y+3 =0; cuyas raíces son: y; =3, ya = 1 


Cálculo de x > Para y=3 3 SS =y=3 + y =3g >) Mu? 


Y» YX =1=8 +, A =3 >» x=0 


| Resp. Cc) xy =1; xo =0 


Para y=1 +» Y =y=1; 3 =1, pero 1 =30 


EJERCICIO No (27) 
A) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones 


(1) Íx+4 =4; (2) 1x+12 = | 2x+8: (3) Ax 2x+5 =5/x+6; (4) 8-2/2x+4 =0; 
á 
(6) —£—<=3: (dan 2: (8) (22421 =5; 


12x+6 


3 e 
(9) (a+ (Ex+FE = 212: (10) y5+10(8x+9 =3 8N5; 
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(5) 23x-5-(5x+1 =0; 


5) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 








19 148 =0 (12 1424 +)1 =3 019 +21 = 2: 
| 31x+21,31_ 2. E. ARS AA E, TO > O 


C) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 
(17) 2 =32; (18) 975 =27; (19) 5 -5x+8 =25: (20) 0,32%" =0,0081: 
an (ya = 55 (22) (3x1 =9; 123) 7%-8-49 =0; (24) 0,38-25-4 =0; 


» -3 
(25) (a+oyó-8%-7 =71; (26) 00*29+4 =4; (21 21; (28) (a2%+1 =Va!-x, 


625%-10 
(29 par = Apra 





D) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 


x 
(30) 44+-2:* 9-48 =0; (31) 2*+4*-272 =0; (32) 345 =36: (33) 9+1-28.34+3 =0: 


(34) 34+3%7* =90: (35) 52734157 6: (36) 11.4x+34+5.4%+3 <= 16x+2 


RESPUESTAS 
(1) x.=12% (2) x=4; (3) x= 1035 (4) x =5; (501x =.3; 
(6)x=5: (7)x=5: (8)x =7: (9 x =2: (10) x = 20: 


(ds 2200 ==87 112) u = +: Xo => 
(13) x1 == Xa = 5 (14) x1 = -E X2 = => 
¡ 11 | 12 12 | 
(15) x a (16) x, =33: X == >37 (17)x =5; (18) x = 8; 


(19) x1 =3; xa =2; (20)x=6; (21)x=8; (221x ==: 
(23)x=2/2; (24)x =5; x=-5; (25) xs =-1; Xo =7; 


(261% ==2 4 =-4; (27) x =S, (28) x ==: 


(29) x1 12. X2 = Y. (30) x =2; (31) x =4; (32) x =2; 
(3) xy =1; Xo =-2; (34) x, =2; x2 =4; (35) x =2; 
(36) x = 1 
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Problemas que se resuelven por medio 
de una ecuación con una incógnita 





Al En un salón de clase hay 44 alumnos. Si el número de. hembras es triple que el de varones 
¿Cuántos varones y cuántas hembras hay?. 





En la resolución de estos problemas es importante determinar cuál debe ser la incógnita para 
facilitar la resolución del problema, pues una mala elección de la misma lleva a complicaciones 
algebraicas innecesarias, pero debe entenderse que si el planteo del problema es correcto, tiene que 
dar la misma solución. 


Planteo => Si consideramos que el número de varones es x, el de hembras será 3x, y como la suma de 
los varones más el de las hembras es 44, podemos escribir el enunciado en forma matemática así: 


x + 3x = 44 


Resolución + x+3x=44 >= 4x=44 + x == 11 3 x1=11 


Como hay x varones igual a 11 y hay 3x hembras igual a 3x =3(11) = 33 
| Resp. Hay 11 varones y 33 hembras 


Observación.— Si en el planteo de este problema hubieramos tomado como incógnita x, el número de 
hembras, el número de varones sería la tercera parte, es decir, x/3 y el planteo matemático sería 


e M8 
x+ q =“ 


Resolución + + E =44 3 3x+x=132 >» 4x=132 3 x = 2% =33 + x=33 


Vemos que también con este planteo el número de hembras es 33. 


— > O ——————————____—————_ gg gggsgggssgsAsSKá— 


B) En una reunión hay 80 personas. Si hay 3 veces más hombres que niños y 4 veces más 
mujeres que niños. Calcular cuántas mujeres, niños y hombres hay. 


Planteo.-— Como las mujeres y los hombres están relacionados con los niños, si consideramos que hay x 
niños, habrá 3x hombres y 4x mujeres, y como todos suman 80 podemos escribir : 


3x + dx + x = 80 


Resolución + 3x+4x+x =80 >» 8x=80 + x -2 =10 » x=10 
niños + x=10; mujeres + 4x =4-10 =40; hombres + 3x = 3-10 =30 
| Resp. 10 niños; 40 mujeres y 30 hombres 
Observación.- Si en este problema hubiésemos tomado como incógnita el número de mujeres o el 


número de hombres el planteo sería más complicado, 


= Ya - 


C) Al preguntarle la edad a una persona contestó: el triple de mi edad actual más la edad 
que tenía hace 10 años es igual a mi edad actual más la que tendré dentro de 30 años. 
¿Qué edad tiene dicha persona?. 





Planteo + Si x es la edad actual, el triple será 3x, la que tenía hace 10 años será (x-10) y la que 
tendrá dentro de 30 años será (x+30), por lo tanto, según el enunciado podemos escribir: 


3x + Qe - 10) =x + Ge + 30): 


Resolución + 3x+(x-10) =x+(x+30) >» 3x+x-10 =x+x+30 > 4x-10 = 2x+30 


2x=40 3 x =$ 20 » x=20 Resp. Tiene 20 años 


D) Una persona gasta cada día la mitad de lo que tiene más 5 bolívares. Al cabo de 3 días se 
ha quedado sin dinero. Determinar cuánto dinero tenía. 


Sea x la cantidad que tenía la persona. 


El primer día 














/ | Mos  ICEPTO AO 2 10 10 

Tiene x >3 gasta > +5 = 5 + le quedan x — —— 
El segundo día 
x-10 

y =D. 2 AMD _x-10+20 _ x+10 x+10 

Tiene 7 + gasta ais pa +5 a ES +5 sE — E ETT Y gasta 3 
o X= XPITO.. de-20=x>- 10 x-=30 
le queda 0 A A Ss Z 


El tercer día 











x-30 
x—30 4 _x-30 x-30+40  x+10 x+10 
Tiene A + gasta — +5 g +5:= 3 4 + gasta 8 
le queda 2-0 + A 3 x-710=0 


| Resp. x =70Bs 


EJERCICIO No (28) 


(1) La suma de tres números consecutivos es 27, Hallarlos Resp. 8; 9 y 10 
(2) El doble de un húmero más su triple suman 25. Hallar el número. Resp. 5 
(3) La suma de dos números impares consecutivos es igual a 32. Hallarlos. Resp. 15 y 17 
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(4) En un aula hay 50 alumnos. Si hay 10 varones más que hembras. determinar cuántos hay de 
cada uno de ellos. 


Resp. 30 varones y 20 hembras 


(5) Juan, Pedro y Andrés tienen en total 18 libros. Juan tiene el doble que Pedro y Andrés el triple 
que Pedro. Calcular cuántos tiene cada uno. 


Resp. Pedro 3; Juán 6 y Andrés 9 


/6) Al preguntarle la edad a una persona contestó: El doble de mi edad actual más la que tenía dos 
años antes es igual a la que tendré dentro de 38 años. ¿Qué edad tiene dicha persona?. 


Resp. 20 años 


(7) Un alumno sacó en el primer examen de matemática 2 puntos menos que en el segundo, y en el 
tercero 5 puntos más que en el segundo. Hallar cuántos puntos sacó en cada examen, sabiendo 
que en total sacó 39 puntos. 


Resp. 14 +10; 223712 y 30 417 


(8) Una familia está formada por el padre, la madre, un hijo y una hija. Sumando sus edades da 
178 años y sabemos que el padre tiene doble edad que el hijo, la madre 5 años menos que el 
padre y la hija 3 años más que el hijo. Calcular la edad de cada uno de ellos. 


Resp. Padre +60; madre > 55; hijo 30 e hija + 33 
(9) En una epidemia sobre un rebaño de ovejas han muerto el 12% de él y han quedado 1100 
ovejas. Cuántas ovejas formaban el rebaño. 
Resp. 1250 ovejas 


(10) Un grupo de soldados está formado por filas de 9 soldados cada una. Si se les coloca en filas 
de 8 soldados cada una hay que hacer dos filas más. Cuántos soldados forman el grupo. 


Resp. 144 soldados 


(11) Se dispone de un terreno de forma cuadrada para sembrar filas de árboles, Si sembramos 
cierto número de árboles en cada fila sobran 14 árboles, pero si se pone uno más en cada fila 
faltan 9 árboles. ¿De cuántos árboles disponemos?. 


Resp. 135 


(12) Durante 3 años consecutivos el capital de una persona fue aumentando todos los años en la 
mitad de lo que era al comienzo de cada año. Finalizado el plazo el capital ascendió a 54000 Bs. 
Calcular el capital primitivo. 


Resp. 16000 Bs 
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SISTEMAS DE ECUACIONES 





Una ecuación lineal con una incógnita es aquella en que la incógnita está elevada a uno, 
ejemplo 2x+1 = 7, 


Resolver una ecuación lineal con una incógnita es encontrar el Único valor de la incógnita que 
transforma la ecuación en una identidad, por ejemplo: 


Resolver >» 2x+1=7 3 2x=86 3 x= 2 =3 + x=3 
Comprobación > 2x+1=7; para x=3 3 2(3)+1=7 3 7=7 jdentidad 


Una ecuación líneal con dos incógnitas es aquella en que las incógnitas están elevadas a uno; 
ejemplos: 3x+2y =8 


Resolver una ecuación lineal con_dos incógnitas es encontrar un PAR de números, de los infinitos 
que pueden formarse, que sustituidos en la ecuación la transforman en una identidad. 


Para resolver una ecuación lineal con dos incógnitas es necesario dar valores arbitrarios a una de la 
incógnitas, que llamamos variable independiente (generalmente la x), que sustituido en la ecuación la 
transforma en una ecuación con una incógnita; por ejemplo: 


Resolver + 3x+2y =8; Para x=2 3 3(2)+2y=8 > 2y=2 3 y=1 
El par de números + x=2 e y = 1 son UNA de las infinitas soluciones de la ecuación; en efecto. 


Comprobación «+ 3x+2y =8; para x=2 e y =1 > 312)+2(1) =8 + B8=8 » identidad 


Ecuaciones equivalentes.- Dos o más ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas 
soluciones. 


Cuando una ecuación la transtormamos en otra, bien por quitar denominadores, o por agrupar 
términos semejantes, o por despejar una de las incógnitas, cada una de las ecuaciones que obtenemos 
es equivalente a la dada. 


El objeto de obtener ecuaciones equivalentes es hacer que una ecuación dada se escriba en forma 
más sencilla. 


Un sistema de ecuaciones es el conjunto formado por varias ecuaciones, cuyo objeto es hallar las 
soluciones que son comunes a todas ellas. 


Para anotar que varias ecuaciones forman un sistema se las escribe a todas ellas después de una 
llave. 


Solución de un sistema es el valor de las incógnitas que satisfacen simultáneamente a todas las 
ecuaciones que forman el sistema. 

Resolver un sistema es el proceso que se emplea para hallar la solución del mismo. 

Respecto a la solución del sistema hay varios casos. 


El sistema es COMPATIBLE cuando entre todas las soluciones de cada ecuación hay una o varias 
soluciones comunes. | 
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Cuando el sistema solamente tiene una solución común a todas ellas, decimos que el sistema es 
COMPATIBLE DETERMINADO. 


Cuando el sistema tiene infinitas soluciones comunes a todas ellas decimos que es COMPATIBLE 
INDETERMINADO. 


El sistema es INCOMPATIBLE cuando entre todas las soluciones de cada una de las ecuaciones que 
forman el sistema no hay ninguna solución común. 


| Métodos algebraicos para resolver sistemas de ecuaciones 


Método de reducción (suma y resta) 
Método de sustitución 

Método de igualación 

Por determinantes 





Resolución de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas 


Método de reducción. - Este método consiste en hacer las transformaciones necesarias para que el 
sistema formado por dos ecuaciones con dos incógnitas se transforme en una ecuación con una 
incógnita, para lo cual nos apoyamos en las siguientes propiedades: 


a) Sia una ecuación la multiplicamos o dividimos por un número resulta una ecuación equivalente, 
es decir, que tiene las mismas soluciones. 


bj) Si sumamos miembro a miembro dos ecuaciones resulta otra ecuación equivalente a estas dos. 





Forma de resolver un sistema por el método de reducción 
10) Elegimos la incógnita que vamos a eliminar y multiphcamos o dividimos la o las ecuaciones por 
las cantidades que sean necesarias para que los coeficientes sean iguales pero de signo contrario. 
20) Sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones para que la incógnita se anule. 
30) Resolvemos la ecuación resultante. 
40) Calculamos el valor de la otra incógnita. 


EJEMPLOS lino. 


A) Resolver por el método de reducción cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


[Esa =8 br Besz-2o = 3y od (x+2)? = (x+5)?-9y 
2x+y=7 212-x) =2ly-2" % 1 2x(x+3)-(2y+1) = x(2x-1) 





En todos los casos hacemos las transformaciones necesarias para que los coeficientes de una de 
las incógnitas sean iguales pero de signo contrario, después sumamos miembro a miembro las 
ecuaciones y resolvemos las ecuaciones que van resultando. 
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x+2y=8 
> lt. =7 


La primera la multiplicamos por -2 para que los coeficientes de x sean iguales pero de signo 
contrario, para que al sumarlas se anule. 


x+2y =B + x(-2) 3 —2x-—4y = —16 
¿2x4y =7————AS Xy 32 7 
Ox-3y = -9 >» y==3=3 +» y=3 


Para calcular el valor de x elegimos la ecuación más sencilla que contenga la x yen ella sustitui— 
mos y por 3 yresolvemos. 


Cálculo de y + x+2y =8; para y =3 3 x+2(3) =8 » x+t6=8 » x=2 


| Resp. a) x=2: y=3 


bo 4(2—x) = 3y 
212-—x) = 2(y-2) 


Aquí transformamos las ecuaciones hasta llevarlas a la forma ax+by =cC 
42-x) =3y >» 8-4x =3y >» 4xt3y=8 > (A) 
2(2-x) = 2(y-2) >» 4-2x=2y-4 >» 2x+2y=8 3+ xty=4 3 (B) 


Ahora procedemos como en el ejercicio anterior. 


¡[Aj [ 4x+3y =8 '->—_—————————»  ' 4xt3y = 8 
(8) | x+y=4 3 x(-4——> =4x-— 4y = -=16 
Ox —y = -8 » y=8 


Cálculo de y + x+y=4; para y =8 » x+18) =4 » x=-4 


| Resp. b) x=-4; y =8 


6) (x+2)? = (x+5)?-9y 
-1,2x(x+3)-(2y+1) = x(2x—1) 


Igual que en el caso anterior, transformamos cada ecuación hasta llevarlas a la forma ax+by =c. 


(x+2)?% =(x+5)%-9y >» x2+4x+4 = x2+10x+25-9y > 4x-10x+9y = 25-4 
=6x+t9y =21 3 -2x+3y=7 3 (5) 


2x(x+3) -(2y+1) =x12x-1) >» 2x*+6x-2y-1 =2x*-x >» 6x+x-2y =1 >» 7x-2y =1 » (B) 


LA) [ =2x+3y =7 + x(2) > -—4x+6y = 14 
(B) fx=2y=1 +x:x(3) >» 21x-6y = 3 
Y 


Cálculo de y » -—2x+3y=7:; para x=1 » -2(1)+3y =7 > -2+3y =7 


1 


y=9 + y=3 =3 + Yy=3 | Resp.c) x=1; y=3 


Método de sustitución. - Por este método se despeja una de las incógnitas y su valor se sustituye 
en la otra ecuación, con lo cual llegamos a una ecuación con una incógnita 


Este método es muy laborioso, pero en determinados casos es muy práctico. 


B) Resolver por el método de sustitución cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


xHy Y 
aj x-5y= 8 b) 6 12 
-1x+8y = 25 | E =y+3 





Preparamos las ecuaciones para escribirlas en la forma ax+by = C, después despejamos la letra 
más fácil y este valor lo sustituímos en la otra ecuación, para finalmente calcular las incógnitas. 


8 
= 25 


=— 
x 

.— 

09 

< 
INN 


En este caso la x de la primera ecuación se despeja fácilmente. 


19) » x5y=8 >» x=8+5y 
2%) > -7x+8y =25; para x=8+5y + —7(8+5y)+8y = 25 + -56-35y+8y = 25 


-27y =25+56 =81 > -27y=81 > y=-%=-3 + ye- 


Cálculo dex + x-5y =8; para y =-3 » x-5(-3) =8 3 x+15=8 »x=-—7 


| Resp. a) x =-7; y = -3 


xHy xy 
y 577 
<= y+3 


Preparamos ambas ecuaciones. 
1% 3 za => > 12x+y) =6lx-y) + 12x+12y = 6x-6y + 6x+18y =0 > x+3y =0 > (A) 


2) > Z = y+3 >» 2x=3y+9 » 2x-3y =9 >» (B) 
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(Aj) 3 x+3y =0 Despejamos la x enla (A) y este valor lo sus- 
(B) >» [.2x-3y =9 tituimos en la (B) 


(A) + xt3y=0 > x=-3y; (B) > 2x-3y =9; para x = -3y 
2(-3y)-3y =9 >» —6y-3y=9 + -y=9 » y=-1 


Cálculo dex + x+3y=0; para y =-1 > x+3XA-1) =0 + x-3=0 3 x=3 
| Resp. b) x=3; y =-—1 


Método de igualación. - Por este método se despeja la misma incógnita en cada una de las 
ecuaciones, se igualan estos valores y finalmente se resuelve la ecuación resultante. 


eses [| A—>Zá 


C) Resolver por el método de igualación cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


2x+1 Y A 

a | 5 | 4 b) Ena Y 
2x-3y = -8 aL y=3 
x-1  y-5 





En cada caso preparamos cada una de las ecuaciones y en ellas despejamos la misma incógnita. 
Después igualamos estos valores y resolvemos la ecuación resultante. 


2d Y 
a) 2, 
| 2x-3y = —8 


1”) 2 - - + 42x+1) =5y > 8x+4 =5y >» 8x-5y =-—4 


Despejamos la x en cada una de las ecuaciones: 


8x-5y =-4 3 8x =5By-4 5 x= 
2x-3Jy=-8 » 2x=3y-8 >» x= 28 


Igualamos estos valores de x y resolvemos la ecuación resultante. 
4 = 4 + 2(5y-4) =8(3y-8) >» 10y-8 = 24y-64 + —14y = -56 + y - 2 =4 +y=4 


Cálculo dex >+ 2x-3y =-8; para y =4 >» 2x-3(4) =-8 » 2x-12=-8 
x=4 + x= 224 x=2 | Resp.a) x=2; y =4 
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7 o 
dl QUO. 
x-1  y-5 


13) > E > (x-2MMy-5) =(x+2My-7) + xy-5x-2y+10 =xy-7x+2y-14 


-5x-2y+7x-2y = - 14-10 3 2x-4y =-24 3 x-2y=-12 3 (A) 


2%) 3 a > (xHIMy=5) =x=1)(y=3) + xy-Sx+ty-=5 =xy-3x-y+3 


—Ex+y+3x+y =3+5 + -2x42y=8 + -xty=4 + (8) 


=12 3 x= 24-T2 


(A) + | x-2y 
4 +» x= y-+4 


12 =y-4 > = B 
(B) > | —-x+y 2y 12 = y ya 


Cálculo dex + xXx =2y-12; para y =8 » x = 2(8)-12 = 16-12 =4 + x =4 


| Resp. b) x =4; y =8 





Resolución de dos ecuaciones con dos 
incógnitas por determinantes 


Para aplicar este procedimiento las ecuaciones tienen que estar preparadas, de tal manera, que las 
incógnitas estén a la izquierda de la igualdad y el término independiente a la derecha. 


ax+tbiy =C; 
En forma general 
as»x+b3y =C2 


Al determinante formado por los coeficientes de las incógnitas se le llama determinante del 
sistema; que en este caso es: 


| =a1"b2-a2"by 
> 


porque como es un determinante de segundo orden, su valor es igual al producto de los números que 
forman la diagonal principal menos el producto de los números que forman la diagonal secundaria. 

Cada incógnita es igual a un quebrado, que tiene por denominador el determinante del sistema y 
por numerador este mismo determinante, en el que se ha sustituido la columna formada por los 
coeficientes de la incógnita por la columna formada por los términos independientes; así: 














C1 b; a; C7 
lez bz cprbzrczrby  _ |%z  C“a]__aj:Cc2-a2-C1 
Ñ a, by — ay:ba-a2:b;' y a; b; — a1"b2-as-b; 
az ba] a, 4 











D) Resolver por medio de determinantes cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


¿[2x+3y=14, ,, [15x+7y =8 
 3x-2y =-5' | 18x+19y = —1 


En los dos casos las ecuaciones ya están preparadas, pero ya hemos visto que en todos los 


sistemas primero hay que prepararlas. 


a) he: = 14 


H-2y = -—5 
| 14 < 
qa E AMY ==) 28418 1 a e 
13 3 (2142) -(3)(3)  -4-9 ”-137 | 
E 
2 le 
18 5 (2)(-5)- (3114) _- 10-42 2-82, ,_ 
e 5 METETE e AR 
13 > 
| Resp. a) x=1; y=4 
b) [ 15x+7y =8 
- 18x+19y = —1 
| 8 7 
A 6 DA A E A - 
15 7 (15)(19)-(18)(7) “285-126 — 159 — od 
18 19 
[o > 
ya 1018 3 CISMD-(18M8) _ 15-144 _ 159 __. ' 
15 7 (15)(19)-(18)(7) * 285-126 — 159 — = os 
18 19 


| Resp. b)x =1; y = —1 





Resolución de sistemas por artificio de cálculo 





En determinados sistemas de ecuaciones, y para simplificar los cálculos, se hace un cambio de 
variable, que consiste en sustituir la variable del enunciado por otra. 


— QU2— 


E) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones empleando artificios de cálculo. 





2 3 32 y 
E == 
ÓN py ]2x y 
Via a e PMA 

=—+—= =8 += 12 
E y 2x Y 

LAT 8 

a) | 
Esa ad 
X Y 


: 1 ' 1 
Como las incógnitas son denominadores, a la fracción SE la llamamos a ya la fracción y la 
llamamos b. : 
Sustituyendo estas nuevas incógnitas, a = > b 


ri , en el sistema resulta: 
=b + 2a+tBdb=5 3 (A) 


=b + Ba+4b=8 3 (0) 


L 
y 
y E 
y 


Ahora resolvemos este nuevo sistema por cualquiera de los métodos conocidos. 


(A) + [ 2a+3b=5 >x*(-4——= -8a-12b = -20 
Er Ta <= —————y Bit bm 8 o : 
0a- 8b. = =12 + b q” > + b= 3 


Cálculo de a + 2a+3b =5; para b = > a 2a+3(3) =D >» 2a+ + =5 
da+t9=10 + 4a=1 + a=-3 

Como a y b son incógnitas auxiliares, ahora tenemos que calcular las incógnitas x e y. 

Cálculo de x e y; para a = - yb= > 


L Lar Sl o La as 


| Resp. a) x =4; y = E 


b) 


Procedemos como en el problema anterior. 


A la fracción — la llamamos a ya la fracción SR la llamamos b. 
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Sustituyendo estas nuevas incógnitas en el sistema resulta: 


o A E =(L)-242) =-7; para - =a y E =.b 


2x y Xx y 
> a-2b =-7 + 3a-4b=-—14 > (A) 
Vid ar y 2/1 A E Ey e 
2 a ty 21292 3(3)*5(3y)=12: para ¿ =a y 7 =b 


>a+t5b=12 + 9at10b =24 + (8) 


Ahora resolvemos este nuevo sistema por cualquiera de los métodos conocidos. 


(A) + | 3a- 4b =-14 3 x(-3) —— -Y9a+12b = 42 
(B) + | 9a+10b = 24 —_—_—_———————————————4 Y9a+10b = 24 66 
0a+22b = 66 b=33=3 + b=3 
Cálculo dea => 3a-4b =-14; para b=3 + 3a-4(3) = -14 
da-12=-14 4<3a=-2 + a =-+ 
Como a y b son incógnitas auxiliares, ahora tenemos que calcular las incógnitas x e y 
Cálculo dex e y; para a =-% yb=3 
ES ls. A PO UTA LL A 
E == A ES FA E y EA E SEA Ap 
| Resp. ) x=; y=>+ 


Problemas que se resuelven por 
sistemas de ecuaciones 





Muchas situaciones de la vida real pueden escribirse en forma de ecuaciones, para lo cual se 
necesita cierta práctica y un poco de habilidad. 

Al escribir un enunciado matemático en forma de ecuaci ón puede realizarse de varias manera, pero 
es muy importante saber elegir las incógnitas para que las ecuaciones sean lo más sencillas posibles y 
así formar sistemas cuya resolución también sea sencilla. 


Como no hay un método general para resolver estos problemas,es posible que en determinados 
casos los sistemas de ecuaciones sean diferentes para el mismo problema, pero el resultado siempre es 


el mismo. 


Aj Una señora tiene 10 animales entre conejos y gallinas. Si el número total de patas es 28, 
hallar cuántos conejos y cuántas gallinas tiene. 
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Si hay x conejos e y gallinas y en total hay 10 animales podemos escribir la ecuación xy := 10 


Como cada conejo tiene 4 patas y cada gallina 2 y el número total de patas es 28, podemos 
escribir la ecuación + 4x+2y = 28 


Ahora resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones con dos incógnitas aplicando 
cualquiera de los métodos conocidos. 


x+ y=10 >» x(-4 ——3 -—4x-4y = -40 
4x+2y = 28 —_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—= _4xt2y = 28 


12 + y=%=6 » y=8 


Ox-—2y 


Il 


Cálculo dex + x+y=10; para y=6 + x+t6=10 + x=4 
| Resp. Tiene 4 conejos y 6 gallinas 





8) Cinco personas fueron al cine y pagaron 110 Bs por las entradas. Si el precio de cada 
entrada para niños es de 10 Bs y para cada adulto es de 30 Bs, se desea saber cuántos niños 
y cuántos adultos forman el grupo 





x+y=5 
Cormno los niños pagan 108Bs y los adultos 30Bs y el dinero que pagaron es de 110Bs, podemos 
escribir la ecuación +» ?Ox+30y = 110. 


Ahora resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones con dos incógnitas aplicando 
cualquiera de los métodos conocidos. 


| il 


x+y=5 3» x(-10 —— -—10x-10y -50 
10x+30y = 110 ——————= _10x+30y = 110 


Cálculo de x + x+y =5; para y=3 >» x+t3=5 >» E =2 


| Resp. Hay 2 niños y 3 adultos 


C) Un señor quiere llenar el depósito de gasolina de su carro, cuya capacidad es de 60 litros, 
mezclando gasolina de 2,15Bs con gasolina de 2,95Bs el litro. Determinar cuántos lítros 
debe echar de cada clase para que la mezcla resulte a 2,60Bs el litro. 








Los x litros de gasolina de 2,15Bs el litro más los y litros de gasolina de 2,95Bs es igual a 60 
litros, por lo tanto, podemos escribir la ecuación + x+y = 60. 


El precio total de los 60 litros vale 60- 2,60 = 1568Bs, por lo tanto, podemos escribir la ecuación 
2,15x + 2,95y = 156. 


Ahora resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones con dos incógnitas aplicando 
cualquiera de los métodos conocidos: 


= 206 





| x + y =60 >» =x(-2,115) ——> -2,15x-2,15y =-129 
2,15x+2,95y = 156 ——_—_——_———————=> _ 2,15x+2,95y = 156 n 
0x+ 0,8y = 27 + y =$ = 33,75 + y =33,75 
Cálculo dex + x+y=560; para y =33,75 >» x+33,75 = 60 
x =60-33,75 = 26,25 + x = 26,25 Resp. Debemos echar 26,25 de 2,158Bs y 33,75 de 2,95Bs 


Dj Hallar dos números, tales que,la suma de los 3/4 del primero con 1/3 del segundo es igual a 
14 y 4/5 del segundo menos 2/3 del primero es ¡qual a 4. 





Llamando x al 1% e y al 2% podemos escribir : 


A O 


Ahora resolvemos el sistema formado por estas dos ecuaciones con dos incógnitas. 


SL ls 9x+ 4y =168 + x(-3)> -27x-12y =-504 


LL 4 y —10X+12y = 60 ———> —10x+12y = 60 - 444 
=37x+ Oy =-444 3 x iS 123x =12 


Cálculo de y > 9x+4y = 168; para x=12 + 9(12)+4y = 168 + 108+4y = 168 


4y =60 + y =- =15 » y=15 Resp. Los números son 12 y 15 


EJERCICIO No (29) 


Aj Resolver por el método de reducción cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


 2x+3y = 14 GR 2 3y-2(x-2y) = 
(1) E 0 (3) O TIAS 
3x—2y = —5 24 17 (x+2) (x- 3) -1 = (x+3)(x-2)-—y 


be A 2x + 3 3y = 13 (5) 0,5x- y =2,8 
| 5 Zx (3 y = 7 0,3x+5y = 2,8 





Bj) Resolver por el método de sustitución cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


(ax y _ 00 MA 
E ride mi "Eg ] BZ 
lary=a DW], sy ¿BA y o 
2X > =0 4 > 2 
2, 
20+ ES = 21 (a+c)x—by = bc 
(9) x—4 (10) +y<=as+b 
ay 29 x+y=a 





C)| Resolver por el método de sustitución cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones. 


AN | 
B*" 3 is aa] Est 


UE ytd 3 149) 
(3x+Y2y = 26 


5x+9 = y Z - y+2 


[| XiY => 
ma] 3 b (151 | 21x+5) = 4(y-4x) 
bx-ay=0 ' 1O0[x=y) = 11y-12x 


Dj) Resolver por determinantes cada uno de los siguientes sistemas. 


x+t2y= 4 | XxeYy= 5 
(16) ay 12 (17) did ==4 
| -_3x-4y=15 vloxby=-6) = y ( x-4) 
(18) | 3x+ dy =-9 (19) | 5 E 
x= y 





E) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones empleando artificios de cálculo. 


A =6 12, £ -10 
mi <= 2 SS 

3x 4y 2x by 5 

O E 4 A: A 
(22) 5 A (23) E ¿ 

A o e e 2 

e. Y 2x y 


(24) Una persona compra 6 camisas y 3 corbatas por 42608Bs, y si compra 4 corbatas y 4 camisas ál 
costo es de 30808Bs. Calcular el precio de cada camisa y cada corbata. 


(25) Un niño tiene 100 monedas entre bolívares y medios. Si el total del dinero que tiene es de 43Bs, 
hallar cuántas monedas tiene de a bolívar y cuántas tiene de a medio. 

(26) Un señor le dice a su esposa; hace 8 años tu edad era 2/3 de la mía y dentro de 12 años será de 
4/5. Hallar la edad actual de cada uno. 

(27) Si Juán le da a Luis 7Bs, ambos tendrán la misma cantidad de dinero, pero si Luis le da 1Bs a 
Juán éste tendrá el triple que Luis. Hallar cuánto dinero tiene cada uno. 

(28) Si al numerador de una fracción se le suma 1 y al denominador se le resta 3, la fraccion vale 1, 
pero si el numerador se multiplica por 5 y al denominador se le restan 2 la fracción vale 3. Hallar la 
fracción. y 


(29) Hallar dos números sabiendo que si se divide el mayor entre el menor el cociente es 2 y el residuo 
3 y al dividir el triple del menor entre el mayor aumentando en 2 el cociente es 1 y el residuo 2. 


RESPUESTAS 
(Wx=1: y =4 (2) x =12; y =18 (8) x.=3; y =2; 
(4) x =12; y =43; (5)x=6; y=<; (6)x=1; y =8; 
(7ix =5; y =4; (8) x=0; y =-2; (9) x=10; y =7; 
(10)x=b: y=a: (11)x=3: y =8; (121x=8; y=2; 


(13) x 


12: y =13; (14) x=a:; y=b; (159) x=-1; y =-2; 


(16) x = -2; Y =3; (1dx=1; y =34d; (18)x =1: 


ñ 


=3; 
(19) x 


y = 
8; y =12; (20)x=-8; y =3; (2x=X3; y=3, 
(221x =5; y =2; (23) x = +: qa z: 

124) Camisa + 6508Bs y corbata 120Bs; 

(25) 24 bolívares y 76 medios; (26) 28 y 38 años; 

(27) Juan tiene 23Bs y Luis 98s; (28) 2. (29) 7 y 17 


Resolución de sistemas lineales de 
tres ecuaciones con tres incógnitas 





El sistema algebraico para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas, es 
aplicar las veces que sea necesario los métodos anteriores, para transformar el sistema de tres 


ecuaciones con tres incógnitas en otro formado por dos ecuaciones con dos incógnitas, que ya sabemos 
resolver. 


Es necesario que las ecuaciones estén preparadas y después se elimina una de las incógnitas 
relacionando una de dichas ecuaciones con las otras dos, para llegar a un sistema de dos ecuaciones 


con dos incógnitas. 


3x+2y- z=4 
Al Resolver 4 x-y+z=2 
4h y+t2 =8 





Podemos observar que es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas, que ya están 
preparadas. 


Vamos a eliminar una de las incógnitas en las tres ecuaciones para llegar a un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas, para lo cual elegimos una incógnita cuyo coeficiente sea 1, y la 
ecuación que la contiene la relacionamos con las otras dos,pues así simplificamos los cálculos. 


2) ( x-y+tz=2 >(-3) —— -3x+3y-3z = -6 

19 | 3x+2y-2 =4 —————————> 3H) 2 = 4 
Ox+5y-4z = -2 >» (A) 

2%) [ x-y+z=2 >» *.(-4 ——> -4x+4y-4z = -8 

3%) | 4x- y+22 = 8. ————————+ _%x- yt2z = 8 
Ox+3y-2z = 0 > (B) 


Las ecuaciones (A) y  (B) 


forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que ya 
sabemos resolver. 


(A) [ 5y-4z =-2 ——————  5y% = -2 
(B) | 3y-2z = O > <(-2 —— -6yt4z = 0 
=y+0z = -2 » y=2 


Cálculo dez + 3y-2z =0; para y =2 + 3(2)-22 =0 23 6-22=0>+22=632=3 


Cálculo de x > x-y+z =2; para y =2 yZ =3 3» x-(2)+13) =2 >» * = 7] 


| Resp. x=1; y =2;z=3 
5x+7y -6 
x+y 
B) y 32 -x) Z 
) Resolver ez 1 
2x+3y=2 á 


XxX 
9 +3 


FA — — ————— 
Primero preparamos cada una de las ecuaciones hasta que queden de la forma ax+by+cz = d 


A 6 > 5x+7y =6lxty) » 5x+7y =6x+6y > x=y=0 > (A) 
ZE] 


- 2 =3x =x- -y-—22 = (B 
y +z 1.» B2-3x=x-y+z + 4x-y-22 =0 > 1(8B) 


ESE 4 dy (43) + FIN 212 A A 
+3 
2 


(A), (B) y (C) forman un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas. 


(A) [ x-y =0 

E _ Eliminamos la x en (A) y (B) y después 
(B) | 4x-y-2z =0 eliminamos la y. 
(C) y-z=12 
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(A) X= y =0 3 x(-4— -4x+4y - 
(B) [4x-y-22 =0 —_—_—_—_—_——=> _4x-y-2z = 





(0) y 2 = 12 —_—__—___) vz = 12 
(D) [3y-22= 0 >*'(-1) —— -3y+2z = 0 
0Oy+ z = 12 » z=12 


Cálculo de y + 3y-z =12; para z =12 > 3y-12=12 > 3Jy =24 +» y =8 


Cálculo de x + x-y =0; para y =8 3>x-8=053x=8 


| Resp. ==) y =%8 73-12 


Regla de Cramer 


Esta regla es muy práctica y se usa para resolver sistemas de ecuaciones de tres o más incógnitas 
aplicando determinantes. 


Para aplicar la regla de Cramer las ecuaciones tienen que estar preparadas, para lo cual hay que 
eliminar paréntesis, denominadores, agrupar términos semejantes etc, y escribirlas de tal manera que 
las incógnitas queden en columnas a la izquierda de la igualdad y los términos independientes a la 
derecha. 


Hegla de Cramer.— Una incógnita cualquiera es igual a un quebrado que tiene por denominador al 
determinante formado por los coeficientes de las incógnitas, que llamamos determinante del sistema, y 
por numerador este determinante, en el que se sustituye la columna formada por los coeficientes de la 
incógnita que estamos calculamos por la columna formada por los términos independientes. 


Aj Resolver el siguiente sistema aplicando Cramer. 
3x+2y-2Z2=4 
E IA 
4 — y+2z=8 


_-z-- A _—__--»__——_—<—<—<—<—<— 


Las ecuaciones ya están preparadas, las incógnitas en columnas y los términos independientes al 
otro lado del signo igual, por lo tanto, podemos aplicar la regla de Cramer, 


Calculamos el valor del determinante del sistema formado por los coeficientes de las incógnitas y 
como este determinante es de tercer orden aplicamos la reg/a de Sarrus. 
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REGLA DE SARRUS 





SS 
ON NN 


Diagonales principales —+= Signo + Diagonales secundarias —> signo — 


Determinante = Diagonales principales — Diagonales secundarias 


3 x=) 
JA] =|3 —1 1 = (Bl =D(28) +11 (1) +(2101)14) [141 (-11(-D) +(- (13) +1) (2)(2)] = 
Ei. 2 








= -6+1+8-(4-3+4) =3-5 =-2 | Resp. |A] =-2 


Cálculo de x.— El valor de x es igual a un quebrado formado por dos determinantes, en donde el 
denominador es el determinante del sistema y el numerador este mismo determinante, en donde se ha 
sustituido la columna formada por los coeficientes de la x por la columna formada por los términos 


independientes. 








K ==] 
2-1 1 
dl 2 
e _ —8+2+16-—(8-4+8) 10-12.  -2 _ 
e 2 ——_—_—_—á € AAA A AAA 232 + x=71 
-2 2 -=2 
3 2-1 
y 1 1 
14 -1 2 








Cálculo de y.— Se realizan los mismos cálculos que en el caso anterior, pero sustituyendo en el 
numerador la columna formada por los coeficientes de y por la columna formada por los términos 


independientes. 








3 4-1 
NN Y 1 
4 8 2 
AA IZ BF 16" (84248) 20=24 4 
aa a -2 a e AY 
3 2-1 
1-1 1 
4-1 2 








Csiculo de 7.— En este caso sustituimos en el numerador la columna formada por los coeficientes de z, 
por la columna formada por los términos independientes. 


-= 211 — 











32 
1 -1 
4 -1 
3 2-1 
1-1 
4-1 








-724-4+16-(-16-6+16)_ -12+6 _ -6 


2 


| Resp. x=; y=2;2=3 


B) Resolver el siguiente sistema aplicando la regla de Cramer. 


x+y= 1 

VEZ = —17 

zZ+x =-—6 
n_n 


Preparamos el sistema para que las incógnitas queden en columnas. 

















10 
13 1 
6 0 7 
110 
0.11 
iO 7 
1 1.0 
0-11 
1-5 7 
2 
Ti 3 1 
o 1-1 
1 0-6 
2 











x+y+0 
O+y+z 
x+0+z 


_ 1+0-6-(0+0-1) _ =4 


=TFOF1-(04040) 2 2 
.  1HO+H1(0-6+0) _ 6 _, 
2 2 
= =6+0-1-(1+0+0) _-8. 
2 2 


— Za = 


hb kh 
— O 





Sistemas cuadráticos de ecuaciones 


A) Resolver el siguiente sistema 


-_3x*+4y? = 76 
3-11 =4 


Aplicamos el método de reducción. 


3x2 44y? =76 >x(-3—». -9x*-12y? =-228 


-11x? +3y* = 4 3:x(4) — - 44x? +12y? = 16 
-53x2+ Oy?=-212 + xi - ZÉ =4 


x=4 > x=y4 =*2 + x=% 
Cálculo de y + 3x2+4y? =76; para x=*2 > 3122)? +4y? =76 
12+4y? =76 » 4y? =64 + y =%=16 + y =16 + y =116=*4 > y =24 


| Resp. x=t2; y=t4 


B) Resolver el siguiente sistema. 


2x? —xy 
|. e FLY 


6y 
> 


!l 





En este caso despejamos la x en la segunda ecuación y este valor lo sustituimos en la primera. 
x+2y =7 > x=7-2y; 2x?-xy = 6y para x =7-2y >» 2(7-2y)*-(7-2yly = 6y 


2149-28y+4y?) -7y+2y? = 6y + 98-56y+8y?-7y+2y? = 6y > 10y? -69y+98 =0 
49 





Ecuación de 2% grado que resuelta da: Y =30 Y =2 
E A pl y - Y. 
Cálculo dex + x+2y =7; para yí =737 > x1+2(59) =71 +x + eds 
_»_49_35-49 _ _14 __M 
a de ir A Ac 


x+2y =7; para y =2 >» X2 +212) =7 + x3+4 =7 >» % =3 


as : 
| Resp. X; =-E; X2 =3; y = 15 y? =2 
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EJERCICIO No (30) 


Aj Resolver por la regla de Cramer cada uno de los siguientes sistemas. 


xXx + yz =.11 x-y+tz =7 

(1) 4 2x-y+z= 5 (2)4 x+y-z =1 

3Ix+F2y+z = 24 Yytz-x =.3 
x+r4y-8z = -—8 x +y-6Ez =9 
(314 4x+8y-=z= 76 (4) x= y+4z =5 
8x -— y-42 =110 | Iy=-2x-2=4 


1D) Resolver los siguientes sistemas 
E E | LLE A 
(5) 1 4 + y =61 ¡6 ] 8x*-11y 8 (7, | 5x*-9y 121 
2x?+3y? =93 12x?+13y? = 248 L7y-3ké = 105 


U) Resolver los siguientes sistemas 


5x3)? =-7 24y? =1 PA 
2x + y =/ X= y = 


x+y =-—3 POTS 
(11) 19 4H A" L 
xy = -54 2 


RESPUESTAS 





(1Yx=4; y=5; 73 =2; (2)x=4;y=2;2z=5: 


(3)x=16; y =2;2=4; (4)x=8;y=72=1; 

(5)x =23; y =25; (6)x=*2/3; y =*2/2; 

(x=: L; y=2>:; (9) x, =2; xo =10; Y =3; ya = 13; 
(Dx =8; 2 =-7; y =7; yo =-8; 

(10) x1 =10; x2 =-3; yy =17; yo =4; 

(11)x1 =6; x2 =-9; yií =-9; ya =6; 

(12)x1 =4; x2 =-4; Y =2; ya =-2;: 


1 1 
37M == ee e; 


(13) Xy = 2; Ko 
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Ya conocemos el significado de los siguientes símbolos 


= 3 Selee” esigual a" 

+ 3 Selee "noes igual a ” 

> 3 Selee "es mayor que " 

< >3 Selee " es menor que ”* 

2 >» Seélee " es igual o mayor que " 
< >» Selee ” es igual o menor que ” 


Cuando tenemos dos números o expresiones relacionadas por el signo = decimos que es una 


igualdad. 
Cuando tenemos dos números o expresiones relacionadas con cualquiera de los símbolos >; <; 2; 


<: decimos que es una desigualdad. 
Igual que en las igualdades, a la expresión que está a la izquierda, la llamamos primer miembro de 


la desigualdad y a la expresión que está a la derecha segundo miembro. 


Ejemplos de desigualdades; a) 4 < 10; b)2x21; tc) 2a+b < x+y 





Propiedades de las desigualdades 


aj Si a los dos miembros de una desigualdad se les suma o resta un número, la desigualdad 


conserva su sentido. 


Ejemplos: 
87>5 >» 742 >5+2 »> 9>7; bI7>5 > 7-2>5-2 » 5>3; 


c0)5<10 + 5+2<10+2 > 7<12; d)5<10 + 5-3<10-3 +4 2<7 


Podemos observar que en todos los casos el sentido de la desigualdad después de la suma o resta 


no ha variado. 


b) Si a los dos miembros de una desigualdad se les multiplica o divide por un número positivo el 
sentido de la desigualdad no varía, pero si se les multiplica o divide por un número negativo la 


desigualdad cambia de sentido. 


Ejemplos 
a)-2<5 >» —-2(+2) <5(+2) > -4<10; b) -2(-2) >5(-2) >» -4> -—10; 
20 


10 ¿20 > AS Y y 
c)10<20 > -7< SF > 5<10; dI3>T3 ? 56>-10 


Observación.— En las operaciones entre desigualdades (suma, resta, multiplicación y división) 
solamente se puede determinar el sentido de la desigualdad resultante cuando sumamos desigualdades 


del mismo sentido, es decir: 


219 = 


Si sumamos miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido obtenemos otra desigualdad 
del mismo sentido que las dadas. 


En las demás operaciones no se puede saber el sentido de la desigualdad resultante. 


Intervalos y segmentos 


En la recta real consideramos que TODOS los números reales están representados por TODOS los 
puntos de la recta y que en esta recta los números están ordenados. 

En determinados casos usamos subconjuntos del conjunto formado por los números reales, por 
ejemplo, los números comprendidos entre 2 y 10, ambos incluidos o los números comprendidos entre 4 y 
20 ambos excluidos. 

Estos subconjuntos numéricos los podemos representar gráficamente por medio de la recta real. 

Si nos dan dos números cualquiera, por ejemplo; a y b,tal que,a < b, los podemos representar en la 
recta real considerando que al número a le corresponde el punto A y que al número b le corresponde 
el punto B. 


A B R 
—___ o €_ __— 2  —_———— 
al D 


Al conjunto de los NUMEROS reales comprendidos entre a y b le llamamos intervalo, que corresponde 
a los PUNTOS comprendidos entre A y B, que llamamos segmento, 


En los intervalos, al valor absoluto de la diferencia entre los puntos a y b le llamamos amplitud. 


Esta dualidad entre intervalo y segmento nos facilita el estudio entre números y puntos, pues 
podemos pasar de un conjunto a otro según las necesidades del problema. 





Clases y sus notaciones de intervalos y segmentos 


a) Cuando los extremos del intervalo se incluyen decimos que el intervalo es cerrado y se anota de 
a a A e _——=— o Ñ 
cualquiera de las siguientes formas. 


asx%b o más breve [a,b] 


Si necesitamos dibujar este intervalo sobre la recta real dibujamos un segmento cuyos extremos se 
marcan con puntos más gruesos, así: 


A a _R 
a b 


b) Cuando los extremos del intervalo se excluyen, decimos que el intervalo es abierto y se anota de 
cualquiera de las siguientes formas. DS 


a<x<b omás breve (a,b) 


Si necesitamos dibujar este intervalo sobre la recta real dibujamos un segmento cuyos extremos se 
marcan con rayas verticales, así; 


A B R 
a b 


Cc) Las diferentes variantes que pueden hacerse combinando los casos anteriores son; 


10) Abierto en a ycerradoen b 
R 


A = 
MN MS - , 
D 


Anotamos + a<xí%b = (a.bl 
a 


2%) Cerrado en a y abierto en b 


| A 8 R 
a D 


| Semirrectas 


Un punto cualquiera a, de la recta real la divide en dos partes llamadas semirrectas. 


a 7 


Semirrecta 





Semirrec ta 


La semirrecta de origen a y extremo el lado derecho de R está formada por los puntos cuyas 
coordenadas son mayores que a y cuyo extremo es +0, que anotamos según las variantes, así: 


1% Cuando se incluye a 
R 


a 
Semirrecta » x2a ola, »); intervalo > la, +0) -— +» 
2%) Cuando se excluye a 
a R 


o la, 3); intervalo + (a,+0) —__+_—____—_—_+» 


Semirrecta + x>a 


La semirrecta de origen a y extremo el lado izquierdo de R está formada por los puntos cuyas 
coordenadas son menores que a y cuyo extremo es -—, que anotamos según las variantes, así: 


1% Cuando se incluye a 
a R 


Semirrecta + xú“a ole, al; intervalo + (-0, a] AA 


2%) Cuando se excluye a 
a R 


Semirrecta + x<a 0 [r,al; intervalo + (-0,2] -—_—__—_ 
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INECUACIONES 


Una inecuación es una desigualdad que tiene una o varias cantidades o números que llamamos 
incógnitas y que también se anotan con las últimas letras del alfabeto (x,y,z). 
: ] +1 A 
Ejemplos: a) 3x+2 >4; b) 22 -4 $ 3x; Cc) ón E E 
Resolver una inecuación es determinar el valor de la incógnita que sustituido en la inecuación la 
transforma en una desigualdad del mismo sentido. 


Este valor de la incógnita generalmente es un intervalo de valores que muchas veces se representa 
por una semirrecta. 





Régla general para resolver una inecuación 


Se sigue el mismo procedimiento que para resolver una ecuación (quitar denominadores, pasar 
términos, agrupar, etc), pero hay que tener en cuenta, al multiplicar o dividir por cantidades negativas 
que tenemos que cambiar el sentido de la desigualdad para que el resultado no varíe. 


Aj Resolver cada una de las siguientes inecuaciones, dando la respuesta también en forma 
gráfica. 


a) x+4 >8; b) 2x+32 5; o x3c 32, a) RM 24 





En todos los casos operamos como si fueran ecuaciones, pues en lo único que tenemos que tener 
cuidado es cuando tengamos que multiplicar o dividir por un número negativo que hay que cambiar el 
sentido de la inecuación. 


31x+4>B 3 x+t4>8 >» x>8-4=4 3 x>4 


R 
| Resp.a)x>4 0 x=(40) +—_——) 


4 
b) 2x+325 » 2x+325 + 2x25-3=2 » 2x2 » 5 =1 > x31 


R 
| Resp.b)x21 0 x=[1,0) om) 
1 


e) x-34 322 > 35 32 ATI 
R 
-88$x>» x>-—B | Res .0c)x2-8 0 x=[-8+0 > —_—_—+ 
y P | p : 6 
34 -2x+1) Ésa y AMET Y E os 


-30x+15-10x-4 240 »3 -40x 2 40+4-15 >» -40x 2 29 


=218 — 


Para que en esta última desigualdad la x salga positiva multiplicamos los dos miembros por —1, y 
cambiamos el sentido de la desigualdad, así: 


=40x 229 + (-1)(—40x) $ (-1)(29) + 40x< -29 3 x<-E 
h 29 29 Al 
| esp. a)lx$ 0 9 Xx =(-0,-235 e 


B) Resolver cada una de las siguientes inecuaciones dando la respuesta también en forma 


gráfica. 
alf3x > 2; bIÍXx+F320; a [25 3 








En todos los casos son inecuaciones irracionales porque la incógnita esta bajo un signo radical, por 
lo tanto, para resolverlas hay que elevar los dos miembros de la inecuación al índice de la raíz, que en 
todos los casos es cuadrada. 


Al elevar al cuadrado, si hay números negativos se transforman en positivos, lo cual implica que en 
algunos casos aparezcan soluciones extrañas, por lo tanto, se recomienda comprobar si las soluciones 
que se obtengan cumplen con la inecuación dada. 


ar(3x>2 > f3x>2 > ((33? >123? > 3x>4 >» «> 3 


Comprobación.— La respuesta nos indica que x tiene que ser mayor que - = 1,33 
Vamos a comprobar si se cumple para un número mayor que 1,33, por ejemplo para x =2 


(3x>2; parax=2 » (12 >2 > 16>2 > 244 >2 
Como el símbolo > no ha cambiado de sentido la solución es correcta. 


| Rosp. a)x > H 0 x= (+0); — 
3 


b) (x+3720 > Íx+320 > ((x+3)22 (0)? + x+3>0 >» x2-3 


ñ a mw Ñ los +. 
Comprobación.- La respuesta nos indica que x tiene qye ser igual o mayor que —3 
Vamos a comprobar si se cumple para —3 y para otro número mayor que —3, por ejemplo 3 


Íx+3>0: para x=-3 3 Í-3+3)0 + 0=0, sí cumple 


[x+370; parax=3 >» 13+320 >» 1/62 0, también cumple 


| Resp.b)x2-3 0 x=[|-3,+0); == 
RES. 2x+1 + ? 
cr | > 3 > [25 » (BED: > (a)? +» 21539 


2x+1>27 >» 2x>26 >» x>L=13 > x>13 
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Aquí podemos observar que al elevar al cuadrado el —3 se ha transformado en +9, pero teniendo 
en cuenta que como el primer miembro tiene que ser mayor que —3, o lo que es lo mismo, que puede 
valer, -2; -1:0; 1; 2; 3, etc, quizas la elevación al cuadrado no influye en el resultado; veamos: 


, - 
Comprobación => al > -3; para x > 13, por ejemplo x = 14 


Qu, a > > -3 + 3,10.>-3 


Como se cumple la desigualdad y el símbolo > no ha cambiado de sentido la solución es correcta. 


| Resp. c) x>130x=(13+0; + 


13 
| | Valor absoluto 


Cuando dibujamos en la recta numérica los números enteros dijimos que había la misma distancia 
entre cada dos puntos consecutivos. 


OS ra Si tomamos como referencia el cero, veremos que hay la misma 

: ' distancia del cero al +2 que del cero al -2 y del cero aj +3 que del 
A+ YAA AH AS cero al —3, y en general del cero al número a que del cero al número 
—a. Aesta distancia común para un número y su simétrico con relacion 
al cero se le llama valor absoluto y se anota con dos barras verticales. 


Para indicar el valor absoluto de a anotamos la| que se lee " valor absoluto de a ” y equivale a 


la distancia desde el cero hasta a o del cero hasta —a yestas distancias son iguales al número a 
positivo. 


Ejemplos de valores absolutos.— a) |3] =3; bj) | -3| =3; ce) 3 > +: d) |-| = 2 


inversamente, cuando conocemos el valor absoluto de un número o de una expresión, tenemos que 
considerar que tanto el número como la expresión pueden ser positivos o negativos, es decir. 


a) |A] =4 > puedeser +A =4 0 -A =4; 


bi |.fB] =2 > puedeser + YB =2 0 YB =2 


Propiedades del valor absoluto 


a) Cuando |x| =0 entonces x =0 
b) Siempre se cumple que |x| =|-x] 
c) |Ix+y| < |x| +)v! 


El valor absoluto de la suma de dos números reales es menor o igual que la suma de los valores 
absolutos de los sumandos. 


d) |x-y] =|x]-1y] 


El valor absoluto del producto de dos números reales es igual al producto de los valores absolutos 
de los factores. 


EL valor absoluto del cociente de dos números reales es igual al cociente de los valores absolutos 
del dividendo y del divisor. 





Inecuaciones con valor absoluto 


a) lx] <4 Por la definición de valor absoluto la expresión entre las barras puede ser 
positiva o negativa, por lo tanto, |x| < 4 equivale a: 


+x<4 + (A) y -x<4 3 (B) 


En (A) x es menor que 4 y en (B) x es mayor que —-4, o de otra manera, que el valor de x está 
comprendido entre -4 y +4, ambos excluidos, que se anota: —-4<x=<aA 


La respuesta en forma numérica es —4 < x < 4 y en forma gráfica. 


HKá—áÁAAÁ 0 A KÁ 0 
Ñ 





=b: 4-3 -2 1 0 2 3 4 $ 


En forma general la expresión |f(x)| <k equivale a =k < f(x) <k 


————— | f(x] A 


A o E CI 
—k 0 k 
b) |x| >4 Igual que en el caso anterior, la expresión entre las barras puede ser positiva 


o negativa, por lo tanto, |x| > 4 equivale a: 


+x>4 > [Al y -x>4 >x<-4 3 (B) 
En (A) x es mayor que 4 y en (B) x es menor que —-4, o de otra manera, que el valor de x puede ser 
cualquier número que no esté comprendido entre —4 y +4, ambos excluidos que se anota 4<x< -4 


La respuesta en forma numérica es 4 <x < -4 yen forma gráfica. 


H—— 4 —— 4 ——y , 
' i Ñ 


=4 -3 2 "1 O 1 2 3 4 


En forma general la expresión |f(x)| >k equivale a k <fbd < —k 


—_—__— f(x) 10) ———+ 


R 






== Led. > 


C) Resolver cada una de las siguientes inecuaciones 


e, 


a) |2x+1] <3; b) 24 £2; e) |3x-11 >2; dl | +4 


a) |2x+1| < 3 


Como el valor absoluto es ” menor que " estamos en el caso |f(x)| <k, entonces —k < t(x) <k 


[2x+1] <3 + -3<2x+1<3 
Para dejar la x sola, tenemos que eliminar el 1 y el 2. 


Para eliminar el +1 que suma a la x, sumamos —1 a los tres miembros de las inecuaciones. 
-=3<2x+1<3 » -3-1<2x+1-1<3-1 » -4<2x <2 


Para eliminar el 2 que multiplica a la x, dividimos por 2 los tres miembros de las inecuaciones. 


died E 3 
=4<2x<2 23 y << > 3 exc 


| Resp. a) -2<x=<1 o x =(-2,1) 


Aquí también el valor absoluto "_es menor que " por lo tanto, |f(x)] £k > —k< fx) <k 
Pda. ale 


Para dejar la x sola tenemos que eliminar el 3, el 1 y el 2. 


Para eliminar al 3 que divide a la x multiplicamos por 3 los tres miembros de las desigualdades. 


aer a rias + 62146 
Para eliminar el 1 que suma a la x sumamos —1 a los tres miembros. 

-6< 2x+1<6 > —6-1< 2x+1-1%6-1 >» -7£2x%5 
Para eliminar el 2 que multiplica a la x dividimos los tres miembros por 2. 


=7£82x%5 >» iZ + Ext 5 


| Resp. b1 ==7 $x 


PP 
nia 
O 
x 
' 
— 
| 
nia 


ALE 


c) |3x-1| >2 
Como el valor absoluto es " mayor que " estamos en el caso. 
f(x) | >k, entonces f(x) >k y fix) <-k o k <td <-—k 


Podemos observar que tenemos que resolver dos inecuaciones, una mayor que el valor absoluto y 
otra menor que menos el valor absoluto. 


[3=x-1| >2 > (A) > 3x-1>2 y (B) >» 3x-1<-2 
(A) 35— 3x-1>2 + 3x>3 » x>1l 0 x =(1,+0) 


| E e Es A o AA A 
(B) >» 3x-1<-2 » 3Ix<-1 + x< 3 ox =(-0, E] 


La respuesta de este ejercicio es la unión de los dos intervalos. 


| Resp. 0) x =(1,+0) U 00, +) 


Este ejercicio usando las inecuaciones k < f(x) < —k se resolvería así : 


[3-1] >2 > 2<3x=1<=2 > 3<Bx<=1 3 > 


| Resp. C) 1<x<-h 


Aquí también el valor absoluto es " mayor que ”, por lo tanto, tenemos que resolver dos 
inecuaciones, una mayor que el valor absoluto y otra menor que menos el valor absoluto. 


¡Ba 3 (Al 3 => a y (B) 3 22 4 


| | E JA 
24 > 3x+178 3 3x27 +x2 7: x =[3.+0) 








3x+1 
2 


(B) 3 o -4 + 3x+1<-8 >» 3x<%-9 >» x%-3 x2 =(-0,-3) 


| Resp. d) x = +. +0) U (=0,-3] 


Este ejercicio usando las inecuaciones k < f(x) < —k se volvería así: 


¡Uh sr ae USE ISSO Sr L << 3 


| Resp d) L<xs-3 





Sistemas de inecuaciones 





Un sistema de inecuaciones es el conjunto formado por varias inecuaciones, cuyo objeto es hallar 
las soluciones que son comunes a todas ellas. 


Para anotar que varias inecuaciones forman un sistema se las escribe a todas ellas después de una 
llave. 


Solución de un sistema es el valor de las INCSQrItaS que satisfacen simultáneamente a todas las 
inecuaciones que forman el sistema. 


Resolver un sistema de inecuaciones consiste en hallar el intervalo solución de cada una de ellas y 
después determinar el conjunto formado por la intersección de estos intervalos. 


Para hallar la intersección del conjunto solución se recurre a la representación gráfica sobre la 
recta real y así se visualiza la respuesta. 


D) Determinar el conjunto solución de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones, 
dando la respuesta en forma gráfica y en forma de intervalo. 








2x-2 | E Ml A Y 
215 "lx tas la a 
z 3. 2 3 







En cada sistema resolvemos cada inecuación independientemente y después en forma gráfica 
determinamos el conjunto intersección. 


' x+3 > 1 
2x+1 <5 


Xy + 0 
xESRT A RS Ss Mos dol, FN oo 


Ue 
2X+1<5 3 2x<4 » x<2 >» x2 =[(-0,2) od 
2 


SILILIZA 





Xx 


== 1 
224 2 +2x-2£6 >» 2x%8 > x£%4 > xy =1-04] » —__0 


x2 


24%) 3 > 3x+2x-2218 > 5x>20 » x24 > x2 =14,+0) 3 —____» 
. ó 
Xx X2 


| Resp. b) x =(—0,4] N [4, +0) = 14,4] 





O 4 





Hx+2)-1.,. Y | 
A 


Xx 
—=3x 1 x + 


c) 
4 E ] 
KE A 





3Mx+2)-1, 1 A 3x+6-1, 1 EM a _ 
4 Ext sr AGO > xt? 345) +46 > 12x+4 
17 
17 17 X1 3 5,6 
9OX+15+6 > 12x+4 > 17>3x + *<3 + x, = (-0,3-) > | 








4: +3 
LLE y 2036-30 +21) < 3(x+3) 


HE 
] | ,19 19 
12x-124+9x+2 <3x+9 + 18x<19 > *<7g > x=(-0737) » ——+ 





El Determinar el conjunto solución de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones 
dando la respuesta en forma de intervalo y en forma gráfica. 


2x+1 2-5 | 3 | <4 
a) [2x+1] <4 D) [a- 22 <3 
2 EA a 234 LL 
2 2(x 7 ) $ ax 3+ 5 
2x+1)-—5 
a) [2x+1]| <4 
2x43_ 1 
E 
x1 
E 


2x+12-5 >» 2x2-6 3 9-3 » Xy =[-3,+00) 
-3 


12x+1| <4 > comoes " menor que " -4 <2x+1<+4 + -4-1 <2x+1-1 <4-1 


En | q A A + 3 3 sf. 2 ! 
B<2x<3 >» > E SS > e as >) de —_— 
DER y a E e A 
SES EX EZ +] BET A E 6 > x=( 00, 5) 
Ahora representamos las tres soluciones parciales sobre la recta real. 


x3 





2 


bazas 
d RSS ALO 2 LS 


5h ARAS 


x Las tres zonas rayadas se intersectan sobre el 
7 






E O E 
tramo == E 















es E q 
2 6 2 
| sra A ME 2 UE E 
Resp. a) x=1-3,+0) N ( 7 Ji (O 5) =( y e) 
x+2 
[x +5] < 4 
pr ja] <a 
An 34 E 
2x- y) € 4x 3+ 5 
|x+ 5%] <4 3 Comoes " menor que " a << +4 > -4 < ARES 
La BLE y 12 <4x42<12 + -14<4x<10 > -Lex<P 
4 2 Za BN y A 
Z<x<z » a=(-53.3) E 
“E 2 
+ 
|3x- Y 1 <3 3 Comoes” menor que " -3 <a 2 < +3 


-3 «2 + -9<7x-1<9 » -8<7x<10 3 -+ <x<5 


e 


Ú 10 
? 


1 y = 
2x7) € 4x-3+ + + 2x1 AA + 4x-28£9x-6 + 45€ 5x 


E > X3 = [$.+0) o 
5 
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Ahora representamos las tres soluciones parciales sobre la recta real. 


Las tres zomas rayadas se interceptan en el 


intervalo ( + 2 


4 a “a E 
Pad - il Mila a Ma AA 


NA NN 
NANA A 





-] 
ni 

a 
5.) [un 


teo (7 0-7 ml +0) = (57) 


| Inecuaciones cuadráticas 


Las inecuaciones cuadráticas son aquellas cuya forma general puede ser: 
aj ax2+bx+c > 0: biax2+bx+c<0; cax?+bx+tc20; diaxó+bx+cs$ 0 
En donde a, b y e son números reales, a + O y solamente se consideran los valores reales de x. 
Para resolver inecuaciones cuadráticas tenemos que recordar algunas características de la funcion 


cuadrática » flx) =ax*+bx+c. 


Cuando a es positiva; a > 0, la curva se abre hacia arriba. 





Raices reales Raices reales Raíces complejas 
distintas iguales 


Cuando a es negativa; a <0O, la curva se abre hacia abajo. 





Raíces reales Raíces reales 
distintas iguales 


Raíces complejas 


e Ll 


Estudiar el signo del trinomio y = ax*+bx+c significa que tenemos que determinar para qué 
valores de x, la letra y es positiva o negativa. 

Conociendo los valores de las raíces y el signo de a, podemos hacer un dibujo aproximado de la 
parábola que representa gráficamente al trinomio, y en ese dibujo determinamos la parte de la curva 
que está por encima del eje horizontal y la parte que está debajo. 

La parte de curva que está por encima del eje horizontal corresponde a la y positiva y la parte de 
curva que está por debajo del eje corresponde a la y negativa. AS 


Veamos unos ejemplos: 





La figura a) representa un trinomio en donde la a es positiva, a > 0, porque la curva abre hacia 
arriba y las raíces son xy =1 y X2 =5 


Con este gráfico podemos determinar para qué valores de x la y es positiva o negativa; en 
efecto. 

Para x desde -«w hasta 1, (-0 <x< 1), la y es positiva, porque la curva está por encima del eje 
horizontal. 


Para x desde 1 hasta 5, (1 <x < 5) la y es negativa, porque la curva está por debajo del eje 
horizontal. 


Para x desde 5 hasta +0, (5 <x < +0) la y es positiva, porque la curva está por encima del eje 
horizontal. 


Todos estos razonamientos los anotamos matemáticamente así: 


0 Ex <% 


y>0 E led] 0 Y<O 3 17<xN<5S; v= [e 


Xo =5 

La figura b) representa un trinomio en donde la a es negativa, a < O, porque la curva abre hacia 
abajo y las raíces son xy =2 y xo = 6. 

Igual que en el caso 8) podemos determinar los signos de y. 


Para x desde —0 hasta 2,(-0% <x<, 2) la y es negativa porque la curva está por debajo del eje 
horizontal. 


Para x desde 2 hasta 6, (2 <x < 6) la y es positiva porque la curva está por encima del eje 
horizontal. 


Para x desde 6 hasta +%, (6 <x < +00) la y es negativa porque la curva está por debajo del eje 
horizontal. 


Todos estos razonamientos, matemáticamente los anotamos así: 


4 <= Ed x-=2 


yY>0 » 2<x<6; A E y=0 + [07 


- 228 — 





Resolución de inecuaciones cuadráticas 


Como estas inecuaciones están formadas por trinomios, su resolución consiste en determinar el 
signo del trinomio que nos piden. 


EJEMPLOS e 


Fj) Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 


a) x2-3x-28 >0; b) -92+6x-1<0; ec) x?-2x+2 <0 


Para calcular las raíces de cada trinomio lo igualamos a O para resolver la ecuación de 2% grado que 
resulta: 


Con estas raíces y el signo de a, hacemos un dibujo aproximado de la parábola sobre un eje de 
coordenadas sobre la recta real, y apoyándonos en este dibujo determinamos el intervalo de x que 
contesta la pregunta del enunciado de cada problema, 


a) 12-3x-28>0 > a=1;b=-3; y x= -28 


Igualamos a cero el trinomio y calculamos sus raíces. 

x?*-3x-28 =0 3 Raíces + Xy =7; x2 = -4 
Como a =1 >0, la curva abre hacia arriba y el signo del trinomio 
es: 


| Ex < —d 
E 





y<0 » -4<x<?7 y=0 3 x =-4; x2 =7 


Como en el enunciado nos piden los valores de x que hacen el trinomio mayor que cero, la unión 
de los intervalos mayores que cero es la respuesta del problema. 


Resp. a) x =(-—0,-4) U (7,+0%) 


b) —9x*+6x-16 0 >a=="-9: b=6b; c=-1 


Igualamos a cero el trinomio y calculamos sus raíces. 
a3="=>9<0; Xj] =» X2 = 


EA 
3 


-9x? +6x- 1 =0 » Raices + Xy =X2 = > 
Como a =-9<O0 la curva abre hacia abajo y el signo del tri— 
nomio es: 

y>0 + nohay y=0 >+x a 


3 





-M<x< -5 


Di 


y<0 3 


e: A 


Como en el enunciado nos piden los valores de x que hacen el trinomio menor o igual a cero, la 
unión de los dos intervalos menores que cero es la respuesta del problema. 


| Resp. b) x = (-0, 3] U [5.+0) =(—0,+0) =R 


COÉ-x+2<0 > á=1; b=-2; ec =2 
: l: | trinomio 4 Iculamos raíces. 
a=150% =1+ xi =1=i Igualamos el trinomio a cero y calculamos sus raíce 
x-2x+2=0 + Raíces + xy =1+i; xo =1-i 


Como a =1 >0 la curva se abre hacia arriba, y como las raíces 
son números complejos, la parábola no corta al eje X y el signo 
del trinomio es; 


Y>0 +» -0<x<>+0=R 
y<0 3 nohay 





Como el enunciado nos pide los valores de x que hacen al trinomio menor que cero la respuesta es: 


| Resp.c) x=0 


G) Resolver cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones 


+2 
3x-2 > x+4 Me L2x+1] >1 
a) Cc) 


x*-2x-15>0 o) x?24+1 > 2x =x 4 12>x 








En cada caso resolvemos independientemente cada una de las inecuaciones que forman el sistema, 
llevando la respuesta sobre el mismo sistema de coordenadas. Los segmentos o semirrectas comúnes a 
todas las inecuaciones representan la solución del sistema. 

| IZ > .xMT44 
a) | 2 
“-2x-15>0 


Resolvemos cada una de las inecuaciones: 
3Ix-2>x+4 +» 2x>6 3 x>3 
É-2x-15>0 >» x*-2x-15 =0 

Raíces »+ Xy =-3; x2 =5 


Como a =1 >0, la curva se abre hacia arriba y corta al eje Xen 
los puntos —3 y 5. 





La representación gráfica sobre el mismo sistema de coordenadas nos indica que los valores que las 
hacen positivas simultáneamente corresponden al intervalo (5, +0) 


| Resp. a) x =(5,+0) 


KI 
b) 3 2 $ x+2 


x*41 > 2x 


Resolvemos cada una de las inecuaciones 
2 £x+2 >» x+2-6 < 3x+6 


=l0<2x >» x>-H=-5 + x>-—5B 


Ab 241>2x > x2-2x+1>0 >» x*-2x+1=0 
REO 





Raíces > Xx; =X2 =1 


Como a =1 >0 la curva se abre hacia arriba y es tangente al 
eje X enel punto 1. 


La representación gráfica simultánea de las dos inecuaciones nos indica que: 


| Resp. bj) x = [-5,1) U (1,+0) 


|2x+1|] >1 
Cl: 2 
—=“+12 > x 


Resolvemos cada una de las inecuaciones: 


12x+1| > 1 + Comoes " mayor que " estamos 
enel caso k <f(x) < —k 


|2x+1| >1 +1<2x+1<-1+0<2x<-2 + 0<x<-1 


A 12>x >» —x-x+12>0 » -x*-x+12=0 





Raíces > Xy = 4; X2 =3 


Resp. c) (-4,- 1) U (0,3) 





+) Resolver cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones 


xx +3:>0 680  [ 2x?-4x+4 >0 
di =x?-2x+8 20 : x+4x+3 <0 1 =x2-6x+9 3 0 





Igual que en el ejercicio anterior nos apoyamos en los gráficos para resolver los sistemas 
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A—AX+F3>O 
91 ¿tad 


Como cada inecuación es un trinomio, dibujamos las dos 
parábolas sobre el mismo sistema de coordenadas y sobre el 
y dibujo estudiamos la respuesta. 


R-4x+43>0 > x*-4x+3 =0 


h 
a = ta : - eN as 
: AA 0 Raíces > Xy =1; x2 =3 

LITA ps 
AAA a 
FTE FAA ' _—— Como a = 1 >0, la curva se abre hacia arriba y 

JONA as A 

¡IEA IA, De corta al eje Xen los puntos 1 y 3 


/- 4 o 1 au | x 
—E=2HFBYO > =x*=2D0+8 =0 


a =-—1; raíces Xy =2; x2 = -4 


Como a =-—1<0O, la curva se abre hacia abajo y corta 
al eje X en los puntos 2 y -4, 


En el dibujo podemos observar que el trinomio x*-4x+3 > 0 es positivo en los intervalos (-—«,1) 
y (3,0) y el trinomio —x?*-2x+8 2 O es positivo en el intervalo [-4,2], la intersección de estos 


intervalos es [-4,1). | 
| Resp. a) (0,1) Nn (3,0) =(-4,1) 


x—6x+8 $ 0 
dl A+4x+3<0 


Procedemos como en el problema anterior. 
A —6x+8 ¿0 + Xx -—6x+8 =0 
a=1 3 Raices > Xy =2; X2 =4 


Como a =1 >0 la curva abre hacia arriba y corta al eje X 
en los puntos 2 y 4. 


A+4x+3<0 > x2+4x+3 =0 
a=1 3 mRaíces > xi =-1; xo =-3 


Como a =1 >0 la curva se abre hacia arriba y corta al eje 
X enlos puntos -1 y —3. 





En el dibujo podemos observar que el trinomio x*-6x+8< O es negativo en el intervalo [2,4] y el 
Trinomio x?*+4x+3 < O es negativo en el intervalo (-3,-1), por lo tanto, la intersección de estos dos 


intervalos es el conjunto vacío. 
| Resp. b) (-3,1) N [2,4] =0 


" 2x2-4x+4 >0 
Cc ¿ 
Ll —.2-6x+9 20 
Hb +4>O0 + 2x%-4x+4 =0 


a=2 3 Raíces > Xy =1+i; x2 = 1-i 


Como a =2 >0 la curva abre hacia arriba y como las raíces son 
números complejos la curva no corta al eje X. 


x-=6x+920 + x*—6x+9 =0 


a=1 > Raíces + xi =X» =3 





Como a =1 >0 la curva abre hacia arriba y como las raíces son 
dobles, la curva es tangente al eje Xen el punto 3. 


En el dibujo podeímos observar que el trinomio 2x*%-4x+4 > O es positivo para el intervalo 
(—0, +0) y el trinomio x*-6x+9 20 es cero o positivo para el intervalo (—0,+0), por lo tanto: 


| Resp.c) x=R 


EJERCICIO No (31) 


A) Resolver cada una de las siguientes ¡inecuaciones dando la respuesta también en forma 
gráfica. 
as $4; (3) 2 en LI. 0; (4) 3x-4+ 201 > 0; 


4 
B) Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 








(1) 2x1 <3; (2) 


(5) (4x > 3; (6) 12x+320; (7) AL 2: 


61 <z2: (91 [5 10: (10) (3x+3> 0; 


C) Resolver cada una de las siguientes inecuaciones 


(11) [3x-2]| <2; (12) == $ 1; (13) [7 £ 3; 





14) [aa] >2: 15 4: (10 ¡2 +3] > 1 


D) Determinar el conjunto solución de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones, 
dando la respuesta en forma gráfica y en forma de intervalo. 








| x 1 2x Xx 
E BT | LylXs L ¿3 
(1741 3x1 <20 19 1] 3x+1 A 1 x+2 11 2x4 1 x+3 
E > le ÓN E ir E 


-= 133 - 


Fj) Determinar el conjunto solución de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones, 
dando la respuesta en forma de intervalo y en forma gráfica. 





z £ 2 E é 1-24 L 
(21) 4 ; (22) FA O ( 
axe] 2 a 
[3x+1]|] <5 12x+1| <7 
(23) 3x+2 > -—4 (24) | |4x+2| > 807, 
3x1 _4 ¿IO == 


Fj Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 
(25) —=x2+3x+10>0; (26) 16x%-24x+9< 0; (27) =x?*+6x-10>0 


G) Resolver cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones. 


2x+2 < x+3 | 3X+3_ 1 SÉ | s 2 
(28) 1 ,2+9-8.< o; (29) - 3 3 ; (30) 2 1 ; 
as -x2+9 730 =-x2-x+20 30 


Hj Resolver cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones. 


x*-3x-1 <O | =x?+x+412 >0 x2-7x+10 <0 
(30 1 12-10x+21 >0 (82 ] x2-6x-7 < o 69 ] -2+2x-10 <o' 


RESPUESTAS 


(1) x<2; x =(-0,2) E. (265 x=(-058 E 





TP SS =[-5,+0); (MDx>60x=16,+0); 


(8) x=(-0 $): (9) x =1-0,65); (10) x = [-H.+0): 












(14) x =(2,+0)u (025 ): (15) x =113,+0) U(—0,-11); 
Xx2 
e ES 
(16) x pd ala (0,3): 117) x =13,7); LLASSS ¿NN 
: 3 ? 
X] 
pa x2 Xx x2 
(18) x = (3,6) 19) x =0: DN EZZ. 
3 : le A 
4 12 











LES]: - EZ a 
Mo 
(23) x =(-2, L) E 
-4 -3 7 3 0 EE 





(24) x =(-4,-1) U (0,3); 





(25) x =1-2,5); (26) x=]: (27) x=0; (28) x =1-4,1): 
(29) x = (1,31; (30) x = | -4,- > )u (1,51; (31) x =(-2,3); 


(32) x =(-1,4); (33) x = (2,5) 
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CONJUNTOS — | 





Un conjunto es una agrupación, colección o reunión de objetos de cualquier naturaleza o de 
números. 
Cada uno de los objetos o números que forman el conjunto se llama elemento. 


Notación. — Para facilitar las explicaciones, a los conjuntos los anotamos con letras mayúsculas y a los 
elementos con números, letras minúsculas, figuras, etc. 


Hay dos formas de anotar un conjunto; en forma matemática y en forma gráfica. 


En la representación en forma matemática, los elementos que forman el conjunto se colocan entre 
llaves separados por una coma, por ejemplo, si el conjunto A está formado por los siguientes numeros, 
1:3;5;7,9 y 11 anotamos: 

A => ( 1,3/9,7,9,1 1) 

En esta forma de anotar conjuntos no influye el orden en que se coloquen los elementos, pero no 
se pueden repetir ninguno de ellos. 

En la representación gráfica, los elementos que forman el conjunto se colocan en una figura 
cerrada. Esta forma de representar a un conjunto se llama diagrama de Venn. 

El conjunto A, que hemos enunciado anteriormente,cuyos elementos son 1; 3; 5; 7; 9 y 11, en 
forma gráfica lo anotaríamos así: 





En esta notación cada uno de los elementos está representado por un punto y en la línea que 
encierra al conjunto no puede haber ningún elemento, pero si lo hay se considera que no pertenece al 
conjunto. 

Cuanquier elemento que no pertenezca al conjunto se dibuja con un punto fuera de la línea cerrada. 


Pertenencia y no pertenencia. - Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto se usa el 
simbolo E, que se lee " pertenece a". 


Para indicar que un elemento no pertenece a un conjunto se usa el símbolo £ que se lee “no 
pertenece a". EA 
Determinación de conjuntos. — Determinar un conjunto significa que tenemos que decir cuáles son 
sus elementos. 


Un conjunto está bien determinado cuando podemos decir, sin lugar a dudas, cuando un elemento 
pertenece a dicho conjunto. 


Para determinar un conjunto usamos dos procedimientos; por extensión y por comprensión. 

Un conjunto está determinado por extensión cuando se nombra a cada uno de los elementos, por 
ejemplo: 

El conjunto P formado por los elementos 1; 2, a; b y c,que se anota de cualquiera de las 
siguientes maneras: 


P=(1,2,1a,b,c) o también 
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Un conjunto está determinado por comprensión cuando se enuncia una propiedad que es común a 
cada uno de los elementos del conjunto; por ejemplo: 


a) El conjunto formado por los nombres de los días de la semana. 
b) El conjunto formado por los nombres de los sentidos corporales 


Cuando un conjunto está determinado por comprensión se anota de dos formas: la primera 


colocando la propiedad común a todos los elementos dentro de una llave. por ejemplo, los conjuntos 
anteriores los anotaríamos así : | 


A = (días de la semana); B = [sentidos corporales) 


_ La segunda forma de anotar los conjuntos determinados por comprensión se llama notación 
simbólica y es la que más se usa en matemática. potente 


En esta notación, dentro de un paréntesis se escribe una equis, que llamamos elemento genérico, y 
que no representa a ningún elemento en partícular, seguido de una línea vertical, que se lee " tal que " 
o tales que ", detrás de la cual escribimos en forma matemática las características del conjunto, por 
ejemplo: 


A =([x[ix>8) > Se lee " A es el conjunto formado por los elementos equis, 
tales que, equis e.,mayor que ocho ”. 


| Clases de conjuntos 


Conjunto unitario.— Es el conjunto formado por un solo elemento. 


Conjunto vacío.- Cuando un conjunto no tiene ningún elemento le llamamos conjunto vacío y se anota 
con el símbolo Q. 


Conjunto finito.— Cuando podemos contar todos y cada uno de los elementos de un conjunto, decimos 
que el conjunto es finito, es decir, que tiene fin. 


Conjunto infinito.—- Cuando no podemos contar todos los elementos que forman un conjunto, decimos 
que el conjunto es infinito, es decir, que no tiene fin. 


| Conjuntos numéricos 


N =+ Esel conjunto formado por los números naturales 
N =(0,1,2,3,4,...) 


E 
N + Esel conjunto formado por los números naturales exceptuando el cero. 
Z 3 Esel conjunto formado por los números enteros. 


Z =(... -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4....) y también Z =(0+1,:2,13,:4,...) 
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| subconjuntos de Z 


Z + Esel conjunto de los números enteros exceptuando el cero. 
. , 
£ =Z2-=10) 


Z, 


eS 


Es el conjunto de los números enteros positivos incluido el cero. 
Ls = (x € £ | x 20) 


Z- + Esel conjunto de los números enteros negativos incluido el cero. 
Z-=([x€Z | x<0) 


És 3 Esel conjunto de los números enteros positivos excluyendo el cero. 
* Er 
Z+r =(x€Z | x >0) 
- . 
Z- + Esel conjunto de los números enteros negativos excluyendo el cero. 
de 
Z-=1x0eZ | x<0) 
O + Esel conjunto formados por los números racionales (enteros y fraccionarios). 
¡ AO A L 27 
O —: A 3 preep >La a a o 2 E - RE 5 ra) 
| Subconjuntos de O 
- E 
Q =0-(0) 


OQ. =(xe0Q|x20) 
Q- =fxte0]|x80) 
0 =(xe0|x>0) 


“"=(xe0]x<0) 


| + Es el conjunto formado por los números irracionales 


R + Es el conjunto formado por los números reales (racionales e irracionales) 
R=QUI 


C 5 Esel conjunto formado por los números complejos. 
C =((a.b) | (a,b) ER x R) 


Comparación de conjuntos 





Conjuntos iguales.- Dos conjuntos A y Buson iguales cuando están formados por los mismos 
elementos y se anota A =B 


Conjuntos disjuntos.—- Dos conjuntos A y B son disjuntos cuando no tienen elementos comunes. 
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Conjuntos solapados.— Dos conjuntos A y B son solapados cuando tienen por lo menos un elemento 
común. 


Subconjunto.- Dados dos conjuntos A y B, decimos que B es subconjunto de A, o también, que es 
parte de A, si todos los elementos de B son elementos de A yse anota BCA, que se lee de 
cualquiera de las siguientes formas. 


a) B es subconjunto de A 
b) B es parte de A 

c) B está incluido en A 
d) B está contenido en A 


A > 0 
En un diagrama de Venn se anota así: 


Casos particulares de la comparación de conjuntos.- Para todo conjunto A se cumple ACA, 
porque no hay ningún elemento de A que no pertenezca a dicho conjunto. 


El conjunto vacío es subconjunto de todos los conjuntos, porque no hay ningún elemento de f que 
no pertenezca al conjunto dado. 


Ubservación.— Tenemos que distinguir entre los símbolos € y C. 


E 3 relaciona un elemento con un conjunto 
C 3 relaciona un conjunto con otro conjunto 


A) Analizar cada uno de los siguientes conjuntos 


8)A =([xEN|x<4); bIB =([x€Z | x2 -3) 





En cada caso hay que indicar cómo está determinado el conjunto, interpretarlo, hallar sus 
elementos e indicar qué clase de conjunto es. 


a) A =(x€N|x<4) 


Como no nos dan cada uno de los elementos, el conjunto está determinado por comprensión y se 
lee " A es el conjunto formado por los elementos x, que pertenecen al conjunto de los números 
naturales, tales que, x es menor que 4”. 


Los números naturales menores que 4 son O; 1; 2 y 3,que anotamos, A = (0,1,2,3) y como 
podemos contar todos y cada uno de los elementos, el conjunto es finito. 


b)B =[x€Z | x2 -3) 


También aquí el conjunto está dado por comprensión y se lee " B es el conjunto formado por los 
elementos x, que pertenecen al conjunto de los números enteros, tales que, x es mayor o igual a —3. 
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Como los números enteros mayores o iguales a —3, son desde —-3 hasta +0, que anotamos 
B =(-3,-2,-1,0,1,2.3....) y no podemos contar todos y cada uno de ellos el conjunto es infinito. 


B) Determinar por extensión cada uno de los siguientes conjuntos. 
alA=(xeN|x<6); DB =(xeZ | -2<x% 6) 


aj A=[x€N']x<6) 


Es el conjunto formado por números naturales menores que 6,excluido el cero. 
Resp. a) A =[ 1,2,3,4,5) 





bB=(x€Z | -2<x%6) 
Es el conjunto formado por números enteros comprendidos entre —2 y 6, excluido el 


-2 e incluido el 6. 
| Resp. b) B = (-1,0,1,2,3,4,5,6) 


C) Dados los conjuntos A = [1,2,3,4) y B = [2,4) indicar si son ciertas o falsas cada una de 
las siguientes proposiciones. 


adBCcA; D3cea; )4cB; DACA; 0130; HN (23) CA; U0CB 





a BCA > El conjunto B es subconjunto de A | Resp. 8) Cierto 
b13€A + Tres es un elemento de A | Resp. b) Cierto 
c)4CB > El elemento 4 es subconjunto de B | Resp. C) Falso 
dY ACA 3 El conjunto A es subconjunto de A | Resp. d) Cierto 


e) 3£0 5 .El elemento 3 no pertenece al conjunto vacío 
| Resp. €) Cierto 


1 (23) CA 3 El conjunto formado por los elementos 2 y 3 es subconjunto de A 


| Resp. f Cierto 
| Resp. g) Cierto 


y0cB 3 El conjunto vacío es subconjunto de B 
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| Operaciones con conjuntos 


Efectuar operaciones entre conjuntos significa relacionar varios conjuntos para obtener otro 
conjunto. 


intersección de conjuntos.- Se llama intersección de dos conjuntos A y B, al conjunto C, formado 
por los elementos comunes a A y a B (zona rayada de la figura). 
B 








Cc, ! / z 
] La intersección de conjuntos se anota con el simbolo f. 


Si el conjunto C es la intersección de los conjuntos A y B anotamos. 
C=AnNB 
C=ANB= 24% que se lee " Ces el conjunto formado por la intersección de A con B ”. 


En notación simbólica se anota: ANB =[x | xE A y x € B), que se lee " La intersección del 
conjunto A con el conjunto B es igual al conjunto formado por los elementos x, tales que, pertenezcan a 
AyabB”. 


Unión de conjuntos.- Se llama unión de dos conjuntos A y B, a otro conjunto C, formado por los 
elementos que pertenecen a A, con los que pertenecen a B y con los que 
pertenecen a ambos (zona rayada de la figura). 


La unión de los conjuntos se anota con el símbolo U. 





Si el conjunto C es la unión de los conjuntos A y B anotamos: 
( C=AUB 
C=AUB= Z que se lee " Ces el conjunto formado por la unión de A con B". 


En notación simbólica se anota AUB =([x| x€ A o x € B),que se lee " La unión del conjunto A 
con el conjunto B es igual al conjunto formado por los elementos x, tales que,x pertenece a A oa Boa 
ambos ”. 


Diferencia de dos conjuntos.- Se llama diferencia de dos conjuntos A y B, en este orden, a otro 
conjunto C, formado por los elementos que pertenecen Á pero que no 
pertenecen a B (zona rayada de la figura). 

La diferencia de dos conjuntos se anota con el signo — de restar. 

Si el conjunto C es la diferencia entre los conjuntos A y B, en este orden, 





anotamos. 
C=A-B 
C=A-B= Z que se lee " Ces el conjunto formado por la diferencia entre los conjuntos A 
y B sí 


En notación simbólica se anota A-B =[x| x€A y x£ B), que se lee " La diferencia del conjunto 
A con el conjunto B es igual al conjunto formado por los elementos x, tales que, x pertenece a A 
pero no pertenece a B” 


Par ordenado.-— Un par ordenado es el que está formado por dos elementos dados en un cierto orden. 


Al primer elemento le llamamos primera componente y al segundo elemento le llamamos segunda 
componente del par. 


Si a y b son los elementos que forman el par anotamos (a,b), en donde a es la primera componente 
y bla segunda. 
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Producto cartesiano 


Dados dos conjuntos no vacíos, Á y B, se denomina producto cartesiano de A y B al conjunto 
formado por los pares ordenados que tienen como primera componente un elemento del conjunto A y 
como segunda componente un elemento del conjunto B. Se anota AxB y se lee " A por B". 


En notación simbólica; AxB = ((a,b) | a€ A yb€ B), que se lee " El producto cartesiano A por B 
es el conjunto formado por los pares (a,b), tales que, a pertenece al conjunto A y B pertenece al 
conjunto B. 


Como el orden de colocación influye en la formación de los pares AxB + BxA. 


En el caso particular en que el producto cartesiano AxB, el conjunto B sea igual al conjunto A, 
entonces anotamos AxA que también se escribe A?, 


Esta última notación se usa cuando hablamos del producto cartesiano sobre el conjunto de los 
números reales, es decir, RxXR =R?. 


El número de elementos del producto cartesiano es igual al producto del número de elementos del 
primer conjunto por el números de elementos del segundo conjunto. 


EJEMPLOS Da 


D) Dados los conjuntos A =[Íx€N|x<7); B =([x€ N* | x<4); 
C=([(x€EN|x22 y x%7); D=(x€N]| 2 <x-< 6) determinar cada uno de los 
siguientes conjuntos. 


a) ANB; D ANCNAD; c) BUA; d) AUBUC; e) C-D f) BxD 





Corno los conjuntos están dados por comprensión los escribimos en forma de extensión. 


A =[xE€N]|x<7) = (0,1,2,3,4,5,6) 
B=(xEN' | x<4) =(1,2,3) 
C=(xE€N|x22 y x% 7) = (2,3,4,5,6,7) 


D=(xE€N]|2<x<6) =(3,4,5) 


2) ANB =(0,1,2,3,4,5,6) N (1,2,3) = (1,2,3) 


| Resp. a) ANB =(1,2,3) 
| Resp. b) ANCND =(3,4,5) 


'¡Resp.c) BUA = (0,1,2,3,4,5,6) 


b) ANCNAD =(0,1,2,3,4,5,6) N (2,3,4,5,6,7) N (3,4,5) 


c)BUA =(1,2,3) U (0,1,2,3,4,5,6) = (0,1,2,3,4,5,6) 


¿Ad = 


di AUBUC =(0,1,2,3,4,5,6) U (1,2,3) U (2,3,4,5,6,7) = (0,1,2,3,4,5,6,7) 
| Resp. d) AUBUC = (0,1,2,3,4,5,6,7) 


| Resp. e) C-D =(2,3,4) 


N BxD =(1,2,3):(3,4,5) = ((1.3),41,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,3),(3,4),13,5)) 


| Resp. y BxXD =((1,3),01,4),(1,5),(2,3),(2,4) ,(2,5).(3,3) ,43,4),(3,5)) 


e) C-D =(2,3,4,5,6,7) -[5.6,7) = (2,3,4) 


Relaciones binarias. — Las relaciones binarias son proposiciones que se refieren a dos objetos. 
Ejemplos.- a) Pedro nació en Caracas; bj 4 es mayor que Ls 


En estos ejemplos podemos observar que es muy importante el orden en que están relacionados los 
elementos, y que los dos elementos que se relacionan forman un par, siendo el primer elemento la 
primera componente del par y el segundo elemento la segunda componente, que llamamos imagen del 
primer elemento, DO 


En las relaciones binarias se anotan los elementos entre parénte sis respetando el orden, por ejemplo. 


a) Pedro nació en Caracas » Se anota >» (Pedro, Caracas) y estos dos elementos están 
relacionadas por " nació en ”. 


bj 4 es mayor que 2 » Se anota (4,2) y estos dos elementos están relacionados por " mayor que ”. 





Relaciones binarias entre elementos de dos conjuntos 


Sean A y B dos conjuntos no vacios. Se denomina relación de A en B a toda proposición que 
permite asociar elementos del conjunto A con elementos del conjunto B. 


Notación. - Sea a un elemento cualquiera del conjunto A; b un elemento cualquiera del conjunto B y R 
la relación que une a dichos elementos. La relación entre a y b se anota así: 


aRb 3 quese lee " a está en la relación R con b " 
(a,b) € R > que se lee " El par ordenado (a,b) pertenece a la relación R " 
aRb + que se lee "a no está en la relación R con b” 


Al conjunto A se le llama conjunto de partida 
Al conjunto B se le llama conjunto de llegada 
Al elemento b se le llama imagen del elemento a por la relación R. 


Una relación binaria está bien definida cuando para cualquier par ordenado podemos decir si 
cumple o no cumple la relación dada. 


Representación gráfica de las relaciones 
entre dos conjuntos 





En muchos casos, para visualizar las relaciones entre dos conjuntos usamos el diagrama sagital y 
> s á 7 - A A A —_—— 
también el diagrama tabular o cartesiano. 


Veamos un ejemplo: 


Dados los conjuntos A = [Caracas, París, Bogotá, Madrid) y B = [España, Venezuela, Colombia) ; 
a) Determinar los pares ordenados por la relación " es la capital de "; b) Determinar las imágenes; 
c) Hacer una representación gráfica sagital y otra tabular. 





Tenemos que formar pares ordenados por la relación " es capital de ", por lo tanto, A es el 
conjunto de partida y B es el conjunto de llegada, así que las primeras comppanentes de los pares son 
elementos del conjunto A y las segundas componentes elementos del conjunto B, 


a) Determinación de los pares 
Pares 
Caracas ” es la capital de " Venezuela ———= (Caracas, Venezuela) 
Bogotá ” es la capital de " Colombia ————= (Bogotá, Colombia) 
Madrid * es la capital de " España (Madrid, España) 





b) Determinación de las imágenes 


La imagen de Caracas es + Venezuela 
La imagen de Bogotá es + Colombia 
La imagen de Madrid es »+ España 


Cc) Diagrama sagital 


Para realizar un diagrama sagital dibujamos los conjuntos de partida y de llegada en diagramas de 
Venn y después unimos con flechas a los elementos que están relacionados entre sí. 


Es la capital de 


Madrid e : 
Paris e 





Conjunto de partida Conjunto de llegada 


Cc) Diagrama tabular 





Caracas Madrid Bogotá Paris 
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Dibujamos un cuadriculado, colocamos puntos en la primera línea de la parte inferior, que repre— 
sentan a los elementos del conjunto de partida y en la primera línea vertical de la izquierda, que 
representa a los elementos que forman el conjunto de llegada. 


Los puntos de cruce de la vertical con la horizontal correspondiente a cada par lo señalamos con un 
punto grueso y estos puntos representan los pares de la relación. 


Dominio de una relación.-— En una relación, se llama dominio al conjunto formado por las primeras 
componentes que forman los pares que cumplen con dicha relación; se anota Dom (R). 


Rango de una relación. — En una relación, se llama rango al conjunto formado por las segundas 
componentes de los pares que cumplen con dicha relación; se anota Rgo (KR). 


Resumen.-— Dados dos conjuntos A y B y la relación R de A en B, podemos resumir gráficamente todo 
lo estudiado de las relaciones binarias. 


Dom (AR) 


TDI e 


A Becas 27) 
SEGF y 





A + Esel conjunto de partida 

B +» Esel conjunto de llegada 

R + Esla relación entre los conjuntos A y B 
Domi(R) >» Esel dominio de la relación R 
Rgo (RAR) >» Eselrango de la relación R 


En el gráfico podemos observar que el conjunto Dom (A) es subconjunto del conjunto de partida, y 
que el conjunto Rgo(AR) es subconjunto del conjunto de llegada. 


EJERCICIO No (32) 
Al Determinar por extensión a cada uno de los siguientes conjuntos. 


(1) A =[(x€N|x<5); (2) B =(x€Z | x$ -3); (3) OC=(fxezZ* | -1<%x<3) 


B) Dados los conjuntos A =(1,a,2,b) y B = [a,b), indicar si son ciertas o falsas cada una 
de las siguientes proposiciones. 


(4 ACB; (5) BCA; (6) acA; (7)BCB; (8) bg 0; (9) (118) CA; (10) [2,b) € A 


C) Dados los conjuntos A =(1,a,2,b); B =(a,2,b,3) y C =(1,2,3) hallar: 


(110) AnB: (12) Bnc: (133 CNA; (14) ANBNC 


245 = 


1)) Dados los conjuntos A =[ÍxEN|x<7); B=(xEN|x<Aa) y 
C=([(x€N|x2>2 y x3% 7) hallar 


(15)AnB; (16)BNC; (1/)ANC; (IBJANBNC 


2) Dados los conjuntos A =(4,5,6); B =(1,2,3) y C =(3,4,5), hallar: 


(191BUC; (20)JAUB; (21)CUA; (22)]BUB; (23JAUBUC; 


Fi Dados los siguientes conjuntos A =[xEN|x<5); B=([xEN]|x< 3) y 
C=(xE€N|x22 y x< 4), hallar 


(24)BUC; (25)CUA; (26)BUA; (27)AUBUC 


G) Dados los siguientes conjuntos A = (1,2,3,4,5); B =([3,4,5,6) y C = (7,8,9,10), hallar: 
(2818 - A; (239)B -C; (30)C — A; (31)C -—8 


H) Dados los siguientes conjuntos: A =(x€N|x< 5); B =[(x€N|x<6 y x>2) y 
C= [xE€N | x8 6), hallar 


(32)C-B; (33IC-A; (34]A — 8 


1) El diagrama adjunto representa una relación R de A en B, determinar : 


(35) Conjunto de partida; (36) Conjunto de llegada, (37) Las 
imágenes; (38)Los pares; (39) El dominio; (40) El rango. 


J) El diagrama adjunto representa una relación de A en B, determinar. 


(41) Conjunto de partida; (42) Conjunto de llegada: (43) Las 
imágenes; (44) Los pares; (45) El dominio, (46) El rango. 





KC) El diagrama adjunto representa la relación R de A en B; indicar si 
las siguientes proposiciones son ciertas o falsas. 


(4711Rd; (48)3AC; (49)2.b; (50) (4,c) ER; 


(51) (b,3) € R; (52) (1,c) ER 
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L) En los siguientes diagramas indicar cuáles son funciones y cuáles no. 





LL) Dados los conjuntos A =(a,b,c) y B = [1,2,3), hallar: 


(59)Ax*B; (60)Bx A; (61) Representación tabular de Ax B yde BA. 


RESPUESTAS 





(1) A =(0,1,2,3,4); (2)B =(-3,-4,-5....); (3)C0 =(-1,1,2,3); 
(4) Falso, (5) Cierto; (6) Falso; (7) Cierto; (8) Cierto, 

(9) Cierto: (10) Falso; (11)(9,2.b): (12)(2,3). (13) (1,2): 
(14) (2); (15)(0,1,2,3); (16)(2,3), (17) (2,3,4,5,6) : 

(18) (2.3): (19)(1.2,3,4,5); (20) (1,2,3,4,5,6); (21) (3,4,5,6) ; 
(22) (1,2,3): (23)(1.2,3,4,5,6): (24) (0,1,2,3,4) ; 

(25) (0,1,2,3,4); (26) (0,1,2,3,4); (271(0,1,2,3,4), 

(28) (6); (29) (3,4,5,6); (30) (7,8,9,10). (31)(7,8,9,10): 

(32) (0,1,2,6); (33)(6): (34)(0,1,2): (35)A = (1,2,3,4); 
(36) B =(fa.b.c.d); (137)b,c.d, (38)(1,b); (1.01; (2,0); (2,c); 
(39) Dom(A) = (1,2); (40) Rgo (A) = [b,c,d); (41) A = (a,b.c.d) ; 
(42)8 =(1,2,3); (43) 1,23; (44) (a,1); (a,3); (c,2); (c,51; (0,1); 
(45) Dom = [a.c.d); (46) Rgo =(1,2,3); (47) Cierto; (48) Falso; 


(49) Cierto; (50) Cierto: (51) Falso; (52) Cierto; (53) St; 
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(54) No; (55) No; (56) No; (57) Sí; (58) No; 


(59) AxB = ((a,1),(a,2),(a,3),(b,1)(b,2),(b,3).(c,1),(c,2)(c,3)) : 


(60) BxA =((1,8),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2,c),(3,a),(3,b),(3,c)) ; 








Dados dos conjuntos no vacios, A y B, llamamos función o aplicación del conjunto A en el conjunto 
B a toda relación que hace corresponer a cada elemento del conjunto Á un elemento del conjunto B y 
nada más que uno. 


Se anota f:A +8B y se lee " función del conjunto A en el conjunto B mediante f ". 


fes el operador determinado por la regla, ley o fórmula que nos permite relacionar a los elementos 
del conjunto A con los elementos del conjunto B, 

Cuando en una función, f:A +86, si al elemento a del conjunto A le EAN el elemento b del 
conjunto B , anotamos fla) = b y decimos que b es la imagen de a según la función f 


inversamente, en el caso anterior fla) =b, a es la contraimagen de b respecto a la función f, que 
anotamos f*(b) =a. 


Observación.- Así como en la función f:A + 8, a cada elemento del conjunto A, por definición de 
función, le corresponde una imagen y nada más que una del conjunto B, cualquier elemento del 
coajunto B puede tener una, varias o ninguna contraimágenes en el conjunto A, 

En una función, al conjunto de partida se le llama dominio, al conjunto de llegada codominio y al 
rango, rango O recorrido. 


Variable.- Es una letra que cepresenta indistintamente a cualquiera de los elementos del dominio. La 
letra que más se usa para representar a una variable es la x. 


Dominio 












Codaminio 
| Cc : | 
N 


Función: Dominio + Codominio 





Este dibujo representa una función de A en B. 


A =3 Esel dominio de la tunción o conjunto de partida. 
B_— + Esel codominio de la función o conjunto de llegada 
C 3 Esel recorrido o Rango de la variable formado por todas las imágenes del dominio 


f 





según la función 
+ Es el operador que está determinado por la fórmula, regla o ley que nos permite 
relacionar a los elementos del conjunto A con los elementos del conjunto B. 





Clasificación de las funciones 


Teniendo en cuenta las contraimágenes del codominio (conjunto de llegada), las funciones se 
clasifican en sobreyectivas, inyectivas y biyectivas 


Observación.- Las funciones sobre 


únicas. 





Función sobreyectiva.- Una función es sobreyectiva cuando el 
rango es igual al codominio, o de otra manera, cuando todos los 
elementos del codominio tienen una o más contraimágenes. 


Función inyectiva.- Una función es inyectiva cuando cada elemento 
del dominio tiene imagen diferente en el codominio, o de otra manera, 
cuando los elementos del codominio pueden tener una o ninguna 


contraimagen. 


Función biyectiva.- Una función es biyectiva cuando es 
sobreyectiva e inyectiva, o de otra manera, cuando cada uno de los 
elementos del codominio tiene una contraimagen y nada más que una. 


yectivas, inyectivas y biyectivas son las más tipicas pero no son las 
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Función inversa.— Si f es una función biyectiva de A en B, es decir, f:A +B, entonces cada elemento 
de B tiene una y nada más que una contraimagen en A, por lo tanto, la relación de B con A también es 
una función, que llamamos función inversa de la anterior y anotamos: 


Función directa, f:A>B y función inversa ff! :A>B 





Función directa Función inversa 


Debemos entender que el concepto de función inversa es relativo porque una función al compararla 
con otra puede ser inversa de esta otra. 


EJEMPLOS 
3x1 


A) Dadas las funciones a) f:N 3N, tal que, flx) =3x+2; b)Jf:Z »Z,tal que, fíx) = > 


a xo +1 Ss a CS puc 
c) f:Z +0, tal que, fx) = a” d) f:0 > 0, tal que, f(x) = 7 indicar si están bien 


definidas y qué clase de funciones son: 








a) £N +N, tal que,fod = 3x+2 


En esta función el dominio y el codominio es el conjunto N, es decir, el conjunto de los números 
naturales. N =(0, 1, 2, 3, 4, ...) 

Para hallar las imágenes del dominio aplicamos la fórmula f(x) = 3x+2, en donde x es un número 
natural. 

Si para cualquier valor de x, su imagen, es decir, f(x) siempre es un número natural entonces la 
función está bien definida. 


fix) =3x+2; para x=0 3 f(0) =3(0)+2 =2 >» f(0) =2€N 
fx =3x+2; para x=1 3 f(1) =3(1)+2 =3+2=5 111) =5E€N 
fix) = 3x+2; para x =10 3 f(10) = 3(10)+2 = 30+2 = 32 >» f(10) =32EN 


Podemos observar que para cualquier valor de un número natural siempre obtenemos otro número 
natural, lo que indica que esta función está bien definida. 
Para clasificar una función tenemos que determinar qué ocurre con las contraimágenes. 

En esta función el O, el 1, el 3, etc, del codominio no tienen contraimagen, lo que significa que no es 
sobreyectiva, pero si inyectiva porque los números del codominio que tienen contraimagen solamente 
tienen una. 

Como no es sobreyectiva tampoco puede ser biyectiva. 
| Resp. a) La función está bien definida y es solamente inyectiva. 
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DI 1: Z +, tal que,tOd = 5 


En esta función el dominio y el codominio es el conjunto Z, es decir, el conjunto de los números 
enteros. 





Para hallar las imágenes del dominio aplicamos la fórmula f(x) = A , en donde x es un número 





2 
entero. 
y A a y GESTA. O 
fix) = 5 ; para x=0 3 f[O) = > ==> > f(O0) = 7 £Z 
f(x) = 2, para x=1 »f(1) = 2 - + = 3 M1 =1€2 





_ Bl. | A e HZ. E 
Md = 5 ; parax=2 >» 1f(2) a f(2) = > BZ 


Como determinados números enteros tienen imágenes que no son números enteros, la función está 
mal definida, 


| Resp. b) La función está mal definida 


dy 
c) f:Z +0, tal que, f(x) EZ 


En esta función el dominio es Z (múmeros enteros) y el codominio es Q (números enteros y frac -— 
cionarios). 


24 
Para hallar las imágenes del dominio aplicamos la fórmula f(x) = Z > : , en donde x es un número 
entero. 








f(x) = 2 + Para x 13 f(1) = aa =1 + f(1) =1€0 
diles 2 >" para X 1 + M(-1 = 2 — -_ 


Ss Me 
=> =1 > 8(-1)=1€0 


O Sd (23241 _ 441 5 5 
(xx) == para x=2 y f(2) = > E > 12) = 7 € 0 





2 [92 
f(x) = E para x =2 yx fi —2) EEE, EPA 


2 
Después de estos cálculos y observando la fórmula flx) = E Sl llegamos a la conclusión de que 


para cualquier valor, positivo o negativo de x,la imagen siempre es positiva y puede ser un número 
entero o fraccionario, es decir, todas las imágenes pertenecen al conjunto Q, o de otra manera, la 
función está bien definida. 





Para clasificar una función tenemos que determinar qué ocurre con las contraimágenes. 


Enesta función, los números negativos del codominio no tienen contraimagen, por lo tanto, la 
funcion no es sobreyectiva. 


Como para x igual a +1 ya —1 la imagen es la misma, y eso ocurre en los demás casos del mismo 
número positivo y negativo,la función no es inyectiva, y como no es sobreyectiva tampoco es biyectiva. 


| Resp. ClLa función está bien definida, pero no es ni 
sobreyectiva, ni inyectiva, ni biyectiva. 
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d) f:0 +0, tal que,fOd = 2 


En esta función el dominio y el codominio son números del conjunto Q (números enteros y frac— 
cionarios). 


2 
que no son ni enteros ni fraccionarios, es decir, no pertenecen al conjunto OQ, por lo tanto, la función no 
está bien definida, en efecto. 


10 =[E%; para x=5 + 15) (12 =|4 = (2 > 5) =V280 


fo e 7, para x=-=3 + 2 A > =3) =U=2 80 


| Resp. d) La función no está bien definida 


FUNCIONES REALES 


Son las funciones de la forma f:X + R, en donde X es subconjunto deR; XCR 
En forma general, en las funciones del tipo f-X +R, llamamos x a cualquiera de los números que 
forman el conjunto X; x € X; y decimos que Xx es la variable independiente. 


Como el conjunto X (dominio de la función) está formado por números reales decimos que la 
función es de variable real y como las imágenes también son números reales decimos que la función es 
real, por eso, las funciones de la forma f:X +R las llamamos funciones reales de variable real. 


B) Dado el conjunto X = (1,0,-3, L> y la función f:X >+R, tal que, f(x) = 2x, hallar: a) Las 
imágenes; b) El dominio; Cc) El codominio; d) El rango o recorrido; €) Indicar qué tipo de 
función es: 


De las imagenes.- Al dar valores a x y sustituirlos en la fórmula fx) = 15? resultan números 








a) Para calcular las imágenes sustitimos en la fórmula f(x) = 2x, la x, que es la variable indepen— 
diente, por cada uno de los números que forman el conjunto X 
AAA 

X = (1,0, A 
fx) =2x; para x=1 > f(1) =2(1) = 2 ————> ( =2 
O 3 f10) = 210) =0 ————= f(0) =0 
-3 > f-3) = 2-3) =-6 >» M-3) = -6 
1 1 


A AA E 
2 Mg Al MESES 


flog =2x; para x 
tb) =2x; para x 


5 


f(x) = 2x; para x 


292 = 


b) El dominio es el conjunto X +X = (1,0, 3, >) 
c) El codominio es conjunto R, 


d) El rango o recorrido es el conjunto formado por las imágenes de todos los elementos del dominio, 
es decir, Rgo = (2,0,-6,1) 


e) La función no es sobreyectiva porque hay números del codominio (conjunto R) que no tienen 
contraimágenes, pero sí es inyectiva porque los elementos del codominio tienen una o ninguna 
contrailmagen. Como no es sobreyectiva tampoco es biyectiva. 


Cálculo del dominio de una función real 





En muchos casos, cuando la función está dada por una fórmula, hay números reales que al 
sustituirlos en dicha fórmula dan números que no son reales. 


Cuando la fórmula está formada por una fracción, ésta se transforma en infinito cuando el deno— 
minador es cero, es decir, la función no está definida en el conjunto R. 


número 


> 0ÉR 
cero 


Cuando la fórmula está formada por una raíz de índice par y en la parte subradical aparecen 
números negativos, la respuesta es un número complejo, es decir, la función no está definida en el 


conjunto R. 
el aimero á : 
—número = números complejos É£ R 





Cálculo del dominio cuando la variable está en el denominador 


Como el denominador no puede valer cero, para determinar para qué valores de x la fracción da 
cero procedemos así : 


1%) Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuación resultante. 


2%) El dominio de la función es el conjunto de los números reales, menos el número o números que 
nos resulten de resolver la ecuación anteriar. 


EJEMPLOS | 





Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones. 





3 3x 2x+1 
al x =5—; b foo = - cf) = ——_—_— 
2x2 x? -9 x*+2x-8 





Como en todos los casos la variable está en el denominador, lo igualamos a cero, resolvemos. la 
ecuación y el dominio será igual al conjunto R menos los números que resulten al resolver dicha 
ecuación. 
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mE EN 
2x-2 
Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuación que nos resulta. 


2x=2=0 + x= 231 9 xM=1 


a) Cálculo del dominio de flx) = 


El dominio de la función es el conjunto de los números reales menos este valor de x. 


| Resp. a) Dom =R-(1) 





b) Cálculo del dominio de fx) = 
x*-9 


Igualamos el denominador a cero y resolvemos la ecuación resultante. 


x2-9=0 +» x=(9=23 > x=3 Xx =-3 
El dominio de la función es el conjunto de los números reales menos 3 y -3, 


Resp. bj) Dom =R-(3, -3) 


| 2x+1 
A +2x-8 


x*+2x-8 =0,endonde, X; =2 y X2 =-4 


c) Cálculo del dominio de f(x) = 


[Resp c) Dom =R-(2, -4) 


Cálculo del dominio cuando la variable está en la parte subradical de una raíz de Índice par. 





Como la parte subradical de raíces de índice par mo puede ser negativa, para determinar los 
números positivos procedemos así : 


10) Con la expresión que forma la parte subradical formamos una inecuación mayor o igual a cero y 
la resolvemos. 


20) El dominio de la función es el intervalo que nos resulta en la resolución de la inecuación 


anterior. 


C) Determinar el dominio en el conjunto R de cada una de las siguientes funciones. 





4 3 — 
y tg =Í 278: b) 100 = == actos dia 


Como en los casos a) y b) el índice de la raíz es par, para que el resultado sea un número real se 
tiene que cumplir que la parte subradical tiene que ser igual o mayor que cero, por lo tanto, en cada 
caso, con la parte subradical formamos una inecuación igual o mayor que cero, El intervalo que nos 
resulte es el dominio de la función. 
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a) Cálculo del dominio de fix) =42x-—8 


Como la raíz es de índice par, para que el resultado sea un número real se tiene que cumplir que la 
parte subradical ha de ser igual o mayor que cero, por lo tanto: 


2x-820 >» 2x28 > x24 | Resp. a) Dom =[4,+0) 


AOS 
b) Cálculo del dominio de fix) = ts 





Igual que en el caso anterior, la raíz es de índice par, por lo tanto, la parte subradical ha de ser 





igual o mayor que cero. 
2x+3 | | _ 
. 20 > 2xt30 + 2x2-3 5 2-5 | Resp. b) Dom =| 2 +00) 

¿ +3 


c) Cálculo del dominio de fix) = 


En este caso la raíz es de índice impar, por lo tanto, para cualquier valor de x la respuesta es un 


número real. 
| Resp. c) Dom =R 


EJERCICIO No (33) 


A) En las siguientes funciones indicar sí están bien definidas y qué clase de funciones son : 


= 2 
(1) £Z 3 2, tal que, f(x) = 2, (21 £:Z + O, tal que, fíx) = == 
2x-3 





(3) 0 >» 0, tal que, fl) = 
B) Dado el conjunto X = (2,-3, + 12) y la función f:X +R, tal que, t(x) = 3x-2, hallar 


(4) a) Las imágenes; b) El dominio; c) El codominia; 
d) El rango o recorrido; e) indicar qué tipo de función es. 








CU) En los siguientes enunciados indicar qué tipo de funciones son 


(5) ER +R, tal que, f(x) =2x?; (6) f: RR, tal que, f(x) = E 


(7) £R >R, tal que, fix) = E 
y? 





D) Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones. 


j 2 2x 3x+2 
(8) (dd) ===: (9) Mod = (10) a = == ; 
3x-9 x*-4 x-5x+6 





á 
(11) (0 = a, (12) fb00 =2(3x+2 
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RESPUESTAS 

(1) Está mal definida; (2) Está bien definida y no es ni sobreyectiva, 
ni inyectiva ni biyectiva; (3) No está bien definida; 

1 


(4) a) 2) =4; (-3) =-11: ($) = >: HÍ2) =32-2; 


| 1 us 
b) Dominio = X; ce) Codominio = R; d) Rgo = (4,=11,= + (342-2)] ; 
e) Solamente es inyectiva; (5) No es sobreyectiva. ni inyectiva, Ni 
biyectiva; (6) Es sobreyectiva, inyectiva y biyectiva; (7) No es ni 
sobreyectiva, ni inyectiva ni biyectiva; (8) Dom =R -(3): 


(9) Dom =R-(2,-2); (10) Dom =R-(2,3): 


(11) Dom =1-4,+0), (12) Dom =R 





La recta real .-. Si sobre una recta situamos puntos que representen a los números enteros, a las 
fracciones y a los números irracionales, hemos formado lo que llamamos recta real, porque en ella están 
representados TODOS los números reales. 


Recta real 


Entre la recta real y el conjunto de los números reales hemos establecido una función biyectiva, O 
de otra manera, a TODO número real le corresponde un punto de la recta y nada más que uno, € 
inversamente, a TODO punto de la recta real le corresponde un número real y nada más que uno. 


Podemos observar que en esta función biyectiva pasamos de números a puntos de una recta, es 
decir, pasamos de la aritmética a la geometría o viceversa. 


Características de la recta real.- a) Es abierta porque no tiene ni principio ni fin, b) Es densa 
porque entre dos puntos cualquiera siempre hay infinitos puntos; Cc) Es ordenada porque entre Sus 
puntos puede establecerse la relación de orden total que corresponde a la relación < de los números 
reales. 


Sistema de coordenadas en la recta real.- Cuando en la recta real consideramos cada punto y 
el número que le corresponde decimos que es un sistema de coordenadas. 


Coordenada de un punto es el número real que corresponde a dicho punto en la recta real. 
Si al punto P le corresponde el número a anotamos Pla). 


Al punto de la recta que le corresponde el número cero le llamamos origen del sistema de coorde— 
nadas. 
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| El plano real 


Dados un plano r y dos rectas secantes de él, L y L”, vamos a 
determinar una relación entre los puntos del plano y los puntos de las 
rectas dadas. (fígura a). 


Por un punto P cualquiera del plano trazamos rectas paralelas a las 
dadas, cuyos puntos de corte son a y b (figura b). 


inversamente, si por los puntos a y b de las rectas trazamos paralelas 
alas rectas L y L”, estas se cortan en el punto P, 


Si recordamos que el producto cartesiano de dos conjuntos, AxB es el 
conjunto formado por todos los pares de elementos que se pueden 
formar, cuya primera componente pertenece al conjunto A y la segunda 
al B, llegamos a la conclusión de que el par de puntos (a,b) pertenece al 
producto cartesiano de LxL*. 





( figura b) 


Si ahora consideramos que L y L” son rectas reales cuyos orígenes coinciden y sustituimos los 
puntos por sus coordenadas respectivas el par (a,b) de múmeros reales pertenece al producto 
cartesiano RxXR =R?. 

Los números reales a y b se llaman coordenadas del punto P y se anota P(a,b). 


Las rectas L y L* definen un sistema de coordenadas cartesianas en el plano «cuyo origen es O y los 
ejes de las coordenadas las rectas L y L”. 


Cuando las rectas L y L* son perpendiculares el sistema cartesiano se 
llama rectangular u ortogonal, y mientras no se diga lo contrario 
siempre nos referiremos a él. 


Todo plano dotado de un sistema de coordenadas cartesianas formadas 
por rectas reales se llama PLANO REAL. 


Las rectas perpendiculares que forman el sistema de coordenadas se 
llaman: a la horizontal, eje de las equis o eje de las abscisas y a la 
vertical eje de las ies o eje de las ordenadas. 





Plano real 





Representación gráfica de funciones reales 


Para hacer la representación gráfica de una función real hallamos las imágenes de los elementos 
del dominio mediante la fórmula dada por la función, y después, los pares ordenados que obtenemos los 
representamos en unos ejes de coordenadas, colocando la primera componente del par (abscisajen el 
eje X yla segunda componente (ordenada, en el eje Y). 

En las funciones de la forma +f:R +R, como el dominio es el conjunto formado por los infinitos 
números que forman el conjunto R, es imposible hallar todas las imágenes, por lo tanto, y mientras no 
se diga lo contrario, se toman ARBITRARIAMENTE los números reales que necesitemos, hallamos sus 
imágenes, representamos en las coordenadas estos pares y finalmente unimos con una linea continua 
estos puntos. 


Esta línea contínua es la representación gráfica de toda función de la forma f:R +R. 


En muchos casos y para facilitar las anotaciones en lugar de escribir f(x) escribimos y como la 
imagen de x. 


y 


Aj Dado el conjunto X = [1,2,3,4) y la función f:X +R, tal que,flx) = 3x-1 hacer su repre— 
sentación gráfica sobre un sistema de coordenadas cartesianas, indicando el dominio, el 
rango y la clase de función. 


Pu<-EKK<KXNA., a ———— 


En la fórmula f(x) = y = 3x-1, sustituimos la x por cada uno de los números que forman el 
dominio; con estos números y sus imágenes formamos la tabla de valores, y de esta tabla de valores 
hacemos la representación gráfica. 


Cálculo de las imágenes y de los pares 


X =(1,2,3,4); f(x) = y = 3x-1 Pares 
y =3x-1; parax=1 3 y =31)-1=3-1=2 + y=2 3 A(1,2) 
y =3x-1; parax=2 3 y =3U2)-1=6-1=5 3 y=5 3 B(25) 
y =3x-1; parax=3 + y =U13)-1=9-1=8 > y=8 3 C(38) 
y =3x-1; para x=4 + y = 3(4)-1 =12-1=11 + y=11 3 D(4,11) 


Representación gráfica 


Tabla de valores 





A oO 
sn === === 





Dominio =(1,2,3,4); Rango =/(2,5,8,11) 


Como el codominio es R y solamente tienen contraimágen los números 2,5,8 y 11, la función no es 
sobreyectiva, pero si es inyectiva porque los elementos del codominio tienen una o ninguna 
contraimagen. Como no es sobreyectiva tampoco es biyectiva. 


Observación.- La representación gráfica son los puntos A, B C y D. 


B) Dado el conjunto X =(x€ R | -4< x< 4) y la función t:X +R, tal que,flx) = 2 hacer 
una representación gráfica en coordenadas cartesianas, indicando el dominio e rango y 
qué clase de función es. 
A ——A  -. «<< A 
En este caso el dominio está formado por TODOS los números reales del intervalo -4 < x< 4, es 
decir, que hay infinitos números, por lo tanto, de estos números tomamos ARBITRARIAMENTE los que 


consideremos que son suficientes y que nos faciliten los cálculos, formamos la tabla de valores, 
representamos los puntos y finalmente los unimos entre sí con una LINEA CONTINUA. 
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y ==; para x =(-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4) 


Efectuando los cálculos resulta la siguiente tabla. 





IU A A E E E A A 





e AAA A 





Á 
B 
Cc 
D 
E 
E 
G 
H 
E 


Dom = (-4<x% 4); Rango =(-0,5$ y £ 3.5) 
La gráfica es el segmento Al 
Como hay elementos del codominio, formado por todos los números reales; conjunto R, que no 


tienen contraimagen, no es sobreyectiva, pero sí es inyectiva, porque los elementos del codominio tienen 
una o ninguna contraimagen. Por no ser sobreyectiva tampoco es biyectiva. 





. 2 
C) Dada la función f:R 4+R, tal que, f(x) = z A hacer su representación gráfica indicando el 


dominio, el rango y la clase de función que es. 





En este caso el dominio y el codominio están formados por el conjunto de los números reales, por lo 
tanto, como hay infinitos números, tomamos arbitrariamente los que consideremos necesarios y que nos 
faciliten los cálculos, formamos la tabla de valores, representamos cada punto y finalmente los unimos 
entre sí con una línea continua. 





y =8 L para x =(-4,-3,-2,-1.0,1,2,3,4) 
Efectuando los cálculos resulta la siguiente tabla. 


9 


===. A A A > 


O ] 
I 
1 
[ 
! 
1] 
| 
Í 
l 
' 
' 
l 
' 
' 
l 
' 

o 





A 
B 
| € 
D 
E 
F 
6 | 
H 


ñ 
ar 
i 
a 
Ú 
6) 
ñ 
p 
sb 
e] 
yA 
de 
61] 


Podemos observar que para x* cualquier número siempre resulta positivo, por lo tanto, el rango 
está formado por números positivos. 


Como los números negativos del codominio no tienen contraimagen la función no es sobreyectiva y 
tampoco es inyectiva porque hay elementos del codominio que tienen dos contraimágenes, por ejemplo, 
el 5 que tiene como contraimágenes el + 3 y el - 3. Como no es sobreyectiva ni inyectiva tampoco es 
biyectiva. 


Al unir los puntos entre sí por medio de una línea continua sale una curva y em sus extremos 
colocamos flechas para indicar que la línea continúa. 





D) Representar gráficamente la función y =*?-5 e indicar qué clase de función es 





En este caso solamente nos dan la fórmula para calcular las imágenes, por lo tanto, debemos 
suponer que la función está definida de R +R. 


Procedemos como en los casos anteriores. 
y=x-5 + para x =(-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4) 


Efectuando los cálculos resulta la siguiente tabla. 








70: s 
AA AN 
sor 
404 
30 H., | 
20 ás i 
-4 - 3 -2 =1 5 MN pa O 
O a TO 
-20* 
E AAA 
-40 
: -50 
-680 


A A | 


Como todos los números del codominio tienen contraimágen la función es sobreyectiva y como cada 
número solamente tiene una la función es inyectiva. Como es sobreyectiva e inyectiva también es 
biyectiva. 





EA 
Xx 


E) Representar gráficamente la función y = , € indicar qué clase de función es. 


En este caso solamente nos dan la fórmula, pero nos dicen que es una función y sabemos que la 
división por cero no está definida, por lo tanto, el dominio es el conjunto RA menos el cero, es decir, 


kx 
Dom =R-(0) =R 
Ahora procedemos como en los casos anteriores. 


3 | | 
Y==3 + para x =(-4,-3,-2,-—1,1,2,3,4) 


Efectuando los cálculos resulta esta tabla: 






TIG0GT MOGOoO><»> 


Dom =R* y Rgo =R 


Como el número cero del dominio no tiene contraimagen no es sobreyectiva, pero es inyectiva 
porque los números que forman el codominio tienen una o ninguna contraimagen. Como no es 
sobreyectiva tampoco es biyectiva. 





F) Representar gráficamente la función y = |x| 
 _ ——————____—_——_—— A AS 
Como solamente nos dan la fórmula, pero nos dicen que es una función debemos suponer que es de 
R 3R, por lo tanto, determinamos las imágenes del valor absoluto de algunos números reales. 
y=|[x] + parax = (-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4) 


A y 
JS A By Sl: q Bor mm 

¡OB | HN! 

E CA O O | 

i - C G . ; 

RT cas UN E 
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, : , dale dí ! 
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Dom =R y Rgo =R. 


Como los números negativos del codominio no tienen contraimágen, la función no es sobreyectiva ni 
tampoco inyectiva porque hay números del codominio que tienen dos contraimágenes, por ejemplo, el 1 
cuyas contraimágenes son + 1 y — 1. Al no ser sobreyectiva ni inyectiva tampoco es biyectiva. 


- ¿eL 


| Función afín 


Todas las funciones definidas de R + R, cuya representación gráfica es una recta, se llama Función 
afín y su forma general es: 
fix) =ax+b 


Como la función afín es biyectiva tiene función inversa. 


Función inversa.- Toda función biyectiva tiene función inversa, que se caracteriza porque con 
relación a la función directa tiene las coordenadas cambiadas, es decir, lo que es abscisa pasa a ser 
ordenada y viceversa. 

La representación de la función inversa se caracteriza porque es simétrica con relación a la 
bisectriz del 1% y 3% cuadrante. 





En los dibujos anteriores hemos dibujado puntos simétricos de las curvas dadas con relación a la 
bisectriz de 1% y 30 cuadrante. Uniendo estos PUNTOS simétricos con una línea continua obtenemos la 
representación gráfica de la función inversa. 


Funciones crecientes.- Una función es creciente en un intervalo de su dominio cuando para dos 
números cualquiera de él, por ejemplo, x, y X2z, tal que, xy < xz, sus imágenes y, e ya, cumplen con 
la propiedad de que yy $ ya. 

Cuando las imágenes y, e y cumplen solamente con la propiedad de que y; < y», decimos que la 
función es estrictamente creciente. 


FUNCIONES CHECIENTES y FUNCIONES ESTRICTAMENTE CRECIENTES 


E E O 





Funciones decrecientes.- Una función es decreciente en un intervalo de su dominio, cuando para 
dos números cualquiera de él, por ejemplo, xy y Xz, tal que,xy < x2 sus imágenes yy e ys, cumplen 
con la propiedad de que y; 2 yo. 

Cuando las imágenes y, e ys cumplen solamente con la propiedad de que y; > ya, decimos que la 
función es estrictamente decreciente. 
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FUNCIONES DECRECIENTES 





Toda función definida de R »R, 


FUNCIONES ESTRICTAMENTE DECRECIENTES 





| | Función cuadrática 


tal que, f(x) = y =ax?+bx+c,en donde, afOyb,cE€R, se llama 


función cuadrática, cuya representación gráfica es una curva llamada parábola. 
Si relacionamos la función cuadrática con su representación gráfica tenemos. 





Cóncava Cóncúva 
hacia arnba hacia abajo 
a>0 a<0 


Máximo 





Miírnmo 








Concavidad.- Cuando la a (coeficiente de x* de la función 
y = ax? +bx+c) es positiva (a > O) la curva se abre hacia arriba y 


decimos que es cóncava hacia arriba y cuando a es negativa 


(la < 0) la curva se abre hacia abajo y decimos que es cóncava 


hacia abajo. 


Vértice: máximo y mínimo.- La curva siempre tiene un valor 
de y, que es mínimo cuando a es positiva y máximo cuando a 
es negativa. 


El valor de x con el valor de y que hacen que la curva tenga un 
máximo o un mínimo, es un punto que se llama vértice,cuya 
abscisa se calcula con la siguiente fórmula 


b 


Crecimiento y decrecimiento.- Cuando a es positiva, 
desde —-0 hasta la abscisa del vértice de la curva, es 
estrictamente decreciente y desde la abscisa del vértice hasta +0 
la curva es estrictamente creciente. 

Cuando a es negativa, desde —0 hasta la abscisa del vértice, la 
curva es estrictamente creciente y desde la abscisa del vértice 
hasta +0 la curva es estrictamente decreciente. 


Eje de simetría.- La recta que pasa por el vértice.y es paralela 
al eje Y es el eje de simetría de la curva. 


Dominio y rango.- El dominio es todo el campo de los números 
reales y el rango está definido por los valores de y comprendidos 
desde el vértice hasta el otro lado de la curva. 





Clase de función.— La función cuadrática está definida de R »R, pero como el rango está 
comprendido desde el vértice hasta el otro extremo de la curva, los valores de y que están al otro lado 
del vértice no tienen contraimagen, por lo tanto, no es sobreyectiva ni tampoco inyectiva, porque los 
valores de y que corresponden al rango tienen dos contraimágenes. Como no es sobreyectiva ni inyec- 
tiva tampoco es biyectiva. 


Puntos de intersección con los ejes 


Cuando a es positiva +a>0 





La curva siempre corta al eje Y en el punto c, que es el término independiente de la función 
cuadrática y = ax*+bx+c, y puede cortar al eje X en dos puntos, Xy y X2, en un punto Xy =x2 yen 
ningún punto, pues estos puntos de corte representan a las raíces de la ecuación. 


EJEMPLOS an 


Hacer un estudio completo de cada una de las siguientes funciones. 


a) y =x?-2x-3; b)y=-x?%-x+12; €) y =x?*-6x+9; di y = -x?-9 
La expresión general de una función cuadrática es y = ax*+bx+c, en donde el signo de a nos 
determina el sentido de la concavidad de la curva y el máximo o mínimo. El valor de la letra ce nos 


determina el punto donde la curva corta al eje Y y las raíces de la ecuación nos determina los puntos 
donde la curva corta el eje X. 
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a) y =x*-2x-3, en donde a=1; b=-2 yc =-3 


So TO | 
Cálculo de la raíces + x= =ba lb -4ac = a - 244412 








> == 
2116 2+4 
| Resp. ia=3dyXx.-1 
inSrEá LS N 
Cálculo del vértice > x= ET SH + Mo? 


y =x"-2x-3; para x=1 + y =(192-21)-3 =1-2-3=-4 + y=-4 
Resp. Vértice (1,-—4) 


Representación gráfica 


Como a =1>0es cóncava hacia arriba, por lo tanto, tiene mínimo, 
cuyas coordenadas son (1,-—4). 


Desde —% hasta 1 la función es estrictamente decreciente y desde 1 
hasta +0es estrictamente creciente. 





El dominio es el conjunto R y el rango es el intervalo [-— 4,+0). 
La curva corta al eje X en los puntos — 1 y 3 y al eje Y enel punto - 3. 


b) y =—é-x+12, endonde a=-1; b=-1 yc =12 


Resolviendo la ecuación resulta + xy = -4 y X. =3 > | Resp. xy =-4 y Xs =3 





Cálculo del vértice » x= A “HA Y *A*2-S 
y =-=x-x+12: para x = o + y= ( >) ( 7 )+12= e 


Representación gráfica 


Como a = -1 <O0, es cóncava hacia abajo y tiene máximo, cuyas 


) | _ 1 49 
coordenadas son ( 5 “a pa 
1 ; ¿ . 
Desde -— hasta — LS la función es estrictamente creciente y desde 
ea hasta +0wes estrictamente decreciente. 


El dominio es el conjunto R y el rango el intervalo [3- co.) 





La curva corta al eje X en los puntos — 4 y 3, y al eje Y enel punto 
12. 
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c) y =x?-6x+9, en donde a =1;b=-6yc=9 
Resolviendo la ecuación resulta + xy =3 y x2 =3 + | Resp. Xi =X2 =3 


NR | A y 
Cálculo del vértice >» M= a 211 + m3 





y =x*-6x+9; para x=3 3 y =12)?-613)+9 =9-18+9=0 »+ y=0 


| Resp. Vértice (3,0) 


Representación gráfica 


Como a =1>0, es cóncava hacia arriba y tiene mínimo cuyas 
coordenadas son (3,0) 


Desde —0 hasta 3 la función es estrictamente decreciente y desde 3 
hasta +0 es estrictamente creciente. 

El dominio es el conjunto R y el rango desde O hasta +0, es decir, Ra 

La curva es tangente al eje X en el punto 3 y corta al eje Y en el 9. 





d) y = -+-9, en donde a=-1;b=0yc=- 


Resolviendo la ecuación resulta x = q $ 





Como las raíces son imaginarias la curva no corta al eje X 


PI E A: AA E 
Cálculo del vértice + x= -=>32= 1 =0 + x=0 
y =-X-9; parax=0 > y=0-9 + y =-9 Resp. Vértice (0.- 9) 


Representación gráfica 


Como a =-—1 <0O, es cóncava hacia abajo y tiene máximo, cuyas 
coordenadas son (0,-—9). 


Desde -— hasta O la función es estrictamente creciente y desde O 
hasta +0, es estrictamente decreciente. 


El dominio es el conjunto R y el rango es el intervalo( — 00, — 9). 
La curva no corta al eje X pero sí corta al eje Y en el punto — 9. 
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Función exponencial 


Los conjuntos N, Z y Q tienen las mismas propiedades para la potenciación, que son: 
n n_n m d ar ( 
(a-b)" =a"-b ata =a* —=aMM (aM" =aM""; ote 
a 


Para demostrar que estas propiedades también se cumplen para los exponentes formados por 
números irracionales hay que recurrir a pares de series monótonas convergentes para conseguir 
rigurosamente la aproximación que deseemos. 


Toda potencia cuya base es positiva está definida en el conjunto R, per cuando la base es 
negativa hay exponentes para los cuales la potencia no está definida en R, por ejemplo. 


1 
2 ! | . 
a) (-3)% =1-3 4 R; porque es una raíz de Índice par de un número negativo. 


M2 , 6 2 3 a . e 
b) (31? + Como y 2 lo sustituimos con un número decimal, cuyas cifras aproximamos según las 
necesidades del problema, puede ocurrir que aparezcan raíces de índice par de números negativos. 


14 


Para (2 =1,4 + (31? =(-31 =(-3) 9 = pg = age 


141 


Para (Z=1,41 + (391? =(-3)141 =(-3710 2 gy rar 1 Zg rar e 


Vamos a estudiar la función f:R 3 R”, tal que, y = 2* 
Hacemos la representación gráfica para -4<x< 5 
Efectuando operaciones con ayuda de una calculadora resulta la siguiente tabla de valores. 







- Amd 





Características de la curva 





a) La curva pasa por el punto A (0,1) 
b) La curva pasa por el punto B (1,2) 
Cl La curva está " por encima " del eje X, es decir, y siempre es positiva. 


7 E 


d) La función es estrictamente creciente. 

e) Cuando x tiene un valor positivo (x > 0) y es mayor que uno. 

f) Cuando x tiene un valor negativo (x < 0) y es menor que uno. 

g) El dominio de la función es todo el campo de los números reales » Dom =R 
fi) El rango es todo el campo positivo de R excluyendo el cero +Rgo = R: 


a e * Lo) F 
1) Como la función está definida por f:R +R+, es sobreyectiva, porque todos los números que 
forman el rango tienen contraimagen, y es inyectiva porque solamente tienen una contraimagen cada 
uno. Como es sobreyectiva e inyectiva también es biyectiva. 


Como esta función es biyectiva tiene inversa que se llama función logarítmica. 


Función exponencial. - Toda función t:R 3 R, tal que. f(x) = y = ax, en donde a es un número 
positivo diferente de uno se llama función exponencial cuyas características son: 


a) Como a! = 1, la curva pasa por el punto (0,1) 
b) Como a! =a, la curva pasa por el punto (1.a) 


c) El valor de y en la expresión y = a* para cualquier número del conjunto R,siempre es un 
número positivo y nunca puede valer cero, porque mo hay ningún número x que sustituido en la 
expresión y = a*, dé como resultado cero, por eso la curva siempre sale " por encima " del eje X, pero 
no le corta. 


d) Cuando a > 1 la curva es estrictamente creciente y cuando a < 1, la curva es estric- 
tamente decreciente, 


e) La función y = a* definida para f:R +A es una función biyectiva. 
f) La función y = a* es una función real de variable real. 


El número €e.- Se llama número e al valor de la expresión 


Tam 
04] 
; : | ; | 1 qm 
cuando n tiende a +0 yse anota e =lim (1+ y 
n+ n 


Este número es irracional, es decir, tiene infinitas cifras decimales que no se repiten en forma de 
período y su valor es: 


e = 2,7181828459 


Observación.- El número e es muy importante en el campo de la matemática superior, así como el 
número *, que también es un número irracional, y tiene muchas aplicaciones en matemática elemental. 


EJERCICIO No (34) 


(1) Dado el conjunto X = (2,4,6,8) y la función f:X+R, tal que,f(x) =x-3, hacer una represen— 
tación gráfica sobre un sistema de coordenadas cartesianas indicando el dominio, el rango o 
recorrido y la clase de función que es. 





(2) Dado el conjunto X =[x€R | -3<x< 5) y la función f:X + R, tal que, f(x) = 27 hacer una 


representación gráfica en coordenadas cartesianas indicando el dominio, el rango o recorrido y la 
clase de función que es. 
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sy 
(3) Dada la función f:R 3R, tal que, f(x) = EZ hacer la representación gráfica indicando el 





Jominio, el rango o recorrido y la clase de función que es. 
(4) Representar gráficamente la función y = 2x*-10 e indicar qué clase de función es. 


(5) Representar gráficamente la función y = z e indicar qué clase de función es. 


SAA : A 
(6) Representar gráficamente la función y = [22 z 


wn] 


* 
(7) Representar gráficamente la función f:R +R +, tal que, y = ( ( 


y 





RESPUESTAS 





La representación gráfica son los puntos A, B, C y D, el dominio es 
(2,4,6,8) y el rango es ( -1,1,3,5). La función es solamente inyectiva. 


(2) 





La representación gráfica es el segmento Al, el dominio es 
([-3< x$ 5), el rango es [-1,66 < y < 3,66) y es solamente inyectiva. 


y a 2 a da e a a a e A 





(3) 
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Cc 
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¡ad a + e 









La representación gráfica es toda la curva, el dominio es R y el 
rango [0,66,+0). La curva no es ni sobreyectiva, ni inyectiva ni 
biyectiva. 


AAA] 


(4) 


de == == -_>-o=-_>. 






=IG6T7TMOOw> 





La representación gráfica es toda la curva, el dominio es R y el 
rango también. La curva es sobreyectiva, inyectiva y biyectiva. 


(5) 


TOÓmv3UTmMOGOO0 y» 





Esta función es solamente inyectiva 
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NTE AAA AA AS 


E AA AA A 


2 a A AA A 


AAA 


== += =>». =>" rr. 


a $ A A A A 





el 





e -> += == 





Esta función no es ni sobreyectiva, ni inyectiva ni biyectiva 


A A A O 


AAA 


; e e 
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Cuando en la expresión y =a*, nos dan a y x para calcular y, estamos en la función exponencial. 
Cuando en la expresión y =a* nos dan ae y para calcular x, estamos en la función logarítmica. 
dere id bici 


y =a* en función logarítmica se escribe /ga (y) =x. 


Cuando no haya confusión, podemos sustituir el paréntesis de la y para facilitar las anotaciones. 


Como en la función logarítmica lo que calculamos es el exponente, todo el estudio, propiedades y 
características de los logaritmos son la mismas que para los exponentes. 


El logaritmo de un número respecto a cierta base, es igual al 
exponente a que debe elevarse dicha base para encontrar al 
número 


Vamos a calcular el logaritmo del mismo número respecto a bases diferentes, para entender el 
concepto de logaritmo 


a) Vamos a calcular el logaritmo de 8 en base 2. 


Significa que tenemos que encontrar un número, tal que, 2 elevado a este número sea igual a 8, por 
lo tanto: 


8=2, pero + 8=2*; entonces 2% =2%* + x =3, que anotamos /g» 8 = 3 


b) Vamos a calcular el logaritmo de 8 en base 3. 


Razonando como en el caso anterior necesitamos un número, tal que, 3 elevado a este número sea 
igual a 8. 


8=3* + usando una calculadora + x = 1,8927, entonces anotamos ga 8 = 1,8927 


c) Vamos a calcular el logaritmo de 8 en base 4. 


Il 


8 =4* >» usando una calculadora > x = 1,5, entonces anotamos Íg48 =1,5 


En forma general, expresiones en forma de potencia se pueden expresar en notación logarítmica 


a) 25 =5% + ennotación logarítmica > /gs 25 =2 
b) 1000 = 10% >» en notación logarítmica + /g10 1000 = 3 
c)27 =3% 3 ennotación logarítmica > /g3 27 =3 


Inversamente, expresiones en notación logarítmica se pueden anotar en forma de potencias. 


a) /g381 =4 + ennotación exponencial + 81 =3% 
b) /g2 128 =7 + en notación exponencial + 128 = 2? 
Cc) (919 0,0001 =-4 + en notación exponencial +» 0,0001 = 107? 
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Representación gráfica de la función logarítmica 


De la observación de la gráfica de la función logarítmica podemos 
deducir: 


a) Los números negativos no tienen logaritmo. 
b) Los números menores que uno tienen logaritmo negativo. 
Cc) Los números mayores que uno tienen logaritmo positivo. 


d) La función logarítmica es estrictamente creciente. 





Propiedades de los logaritmos 


Tomando como base al número a, positivo y diferente de 1, vamos a indicar algunas propiedades de 
los logaritmos. 


a) Cuandoa! =1 > /ga1=0 3 El logaritmo de 1 en cualquier base es cero. 
b) Cuandoa! =a > Igaa =1 >» Ellogaritmo de la base siempre es 1. 
C) Sean m y n dos números reales cualquiera, que los escribimos en potencias de a y en 
forma logarítmica. 
m=af > lgm=x > ÍA); n=aY 3 Igan=y >» (B) 


Multiplicando miembro a miembro (4) y (B) resulta: 
mn =(adla) =3**Y + m«"n =a"Y 3 Iga(men) = x+y 


Como x =/g¿m e y =/g3n 3 resulta: /ga (men) =x+y =/ga m+/g, n 


Si en vez de multiplicar solamente dos números, multiplicamos tres o más siempre se cumple : 


El logaritmo del producto de varios números, es igual a la suma 
de los logaritmos de los factores. 


d) Si las expresiones m =a* 3 lgam =x y n =aY > lgan = y las dividimos miembro a miembro 
resulta: 


Mm Lay M ger CEN =<v 60 
= y e ii > (9a ( > ) = X- y, pero 
| 0 : di | 
x=/lg¿m e y =/ganm;, por lo tanto: (gal s ) =x-"Yy = lg¿ m-I/gan 


ga ( a ) = lga m-1/g, n, es decir; 


El logaritmo de un cociente de números es igual al logaritmo del 
dividendo menos el logaritmo del divisor. 
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e) Sia la expresión m =a* » lgam =x, la elevamos a la ene resulta. 


m=a* » (m) =(a%" » m”=a* 3 /g¿(m'") =nx, pero 
x =/ga m, por lo tanto: Igalm") = n-(/ga m), es decir: 


El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el 
logaritmo de la base de dicha potencia. 
f) Sia la expresión m =a%* » /gam =x le sacamos la raíz n resulta: 


as MA (1). 
m=2 » im=wya » im=a" 3 /ga im) = —, pero 


Igor Igam 
x = ga m, por lo tanto: /ga (nm) = = = ss + lg, ("m) = a , €s decir: 








El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la parte 
subradical dividido por el índice de la raiz. 


Observación importante.— A las sumas y restas de números no se les puede aplicar logaritmos. 


Determinar el lg¿x en cada una de las siguientes expresiones. 


alx = 22. C)x = jo? o, d) (m2+b)" mb? 
Cc 








En cada caso aplicamos logaritmos utilizando las propiedades correspondientes; los productos se 
transforman en sumas, las divisiones en restas, las potencias en productos y las raíces en divisiones. 


2 
ab 

al x= 
3 


C 


Aplicando logaritmos en base a resulta: 
x + Setransforma en lgax + x >» /g3Xx 


2 
ab Ra : 
ni Como es una fracción se transforma en una resta entre el logaritmo del 
| 


numerador menos el logaritmo del denominador 


— +» Igalab?)-1ga (c*) 
C 
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lg, tab?) +» Como es un producto se transforma en la suma de los logaritmos de los 
factores. 


Igalab?) = lg, a+/ga (b?) 


a c%) y lga 1b%) + Como son potencias se transforman en el producto del exponente por el 
logaritmo de la base. 


Ja (e?) e 3193 Cc y Ida (b%) = 2195 b 


Llevando todos estos resultados a la expresión dada podemos escribir : 


ab* 
c 


+ IgaX = 194 (ab?) -lga (c?) = lga a+2/93 D—-3194 € 
| Resp. a) (Ga x = (ga a3+2/94 b-3 ga 


xXx = 


4i nm? 
miib y : 
NT a Razonando como en el caso anterior resulta : 





p?p? 
Y 
ME a "| p? *[p2 
x= Ex + IgaXx =ÍGa (mé 4) =Igaíb*c?) = /ga (m?) +I9a ( [229 b?) +Iga(c?)] - 
2 
m 
] 2192 —19ab 


2 Igan —1Igab 1 
| Resp. b) lgax = 3/92 m + 222 - 219, b-2/g2 0 
dl MEF" 
sy — [mb mb 
Ex Cc C 
En este caso como hay letras que se repiten, al final agrupamos los logaritmos correspondientes. 


MS 1 ml ls 
: (mio? fi , pax = 10 (2. ES | 19 [E ó 





C c le 
lgaim?b?) —Igac 2lgam+3 Igab—Igac 19 ab 
21qgm+3/g.b-1/q.c lg ab 
[Ga X > AE 4 9 mt Ig c 


Quitando denominadores y agrupando términos semejantes resulta : 


6/9a X = 4/G¿ M+6/94 D— 2/94 C+G/ga M+3/gaD-6/gaC > B/gax = 10/94 m+9/92 b-8/9a € 
10/g¿m+9/ga4b -8/g,c 
| esp. cl [ga Xx | A 


—Z20 


d) (m2+b) 4 mb? 


En este caso tenemos que recordar que las sumas y restas mo tienen logaritmos, por lo tanto, en 
los paréntesis formados por sumas o restas se quedan iguales. 


x= (m?+b)"| mb? 3 ga x = ga Lim? +01 mbr] = (ga (m* +b) a) = 


[g¿m+3/g4b | | [gm + 3/9 4b 
= (ga (m*+b) + — | Resp. d) Ga x = ga (m?+b) + A 


Cologaritmo de un número.- El cologaritmo de un número es igual a menos el logaritmo de dicho 
número. Se anota colg. 


Cola N = —/Ga N 
Antilogaritmo de un número.— El antilogaritmo de un número o de una expresión es el número o 
expresión al cual corresponde el logaritmo. 


En la expresión 81 =3*, 4es el logaritmo de 81 en base 3 y 81 es el antilogaritmo de 4 en 
base 3. 


4 =/g3 81 y 81 esel antilogaritmo de 4 en base 3. 


En la expresión 128 =2*, 7 es el logaritmo de 128 en base 2 y 128 es el antilogaritmo de 7 en 
base 2. 


7 =/fg2 128 y 128 es igual al antilogaritmo de 7 en base 2. 


En la expresión /lg¿A =x, A es el antilogaritmo de x en base a, 





Regla general para aplicar antilogaritmos 


8) Todo número letra o expresión afectada por el símbolo Iga se transforma en el número letra 
o expresión. 


logaritmos antilogaritmos 


Ig, 4 3 Se transforma en 4 
Iga A + Se transforma en A 
Iga (21b) + Se transforma en 21/b 


0) Los signos operatorios se transforman de manera inversa que cuando se aplican logaritmos. 
La suma de logaritmos se transforma en producto. 


ga A+lg¿8 + antilogaritmo >» A-B 
La diferencia de logaritmos se transforma en división. 
lga A-Ig48 3 antilogaritmo >» É 


0 


El producto de un número por un logaritmo se transforma en una potencia. 
n:lga A > antilogaritmo A” 


La división de un logaritmo por un número se transforma en rafz. 


Ig¿A 
n 





> antilogaritmo =» "(A 


c) Todo número letra o expresión que no esté afectada de /ga, se transforma en un exponente 
de la base. 


Logaritmos Antilogaritmos 


3 3 Setransforma en a” 
A +» Setransforma en a 
b? + Se transforma en a? 





Ecuaciones logarítmicas 


Son las ecuaciones en donde la incógnita está afectada por el símbolo del logaritmo. 


Para resolver una ecuación logarítmica se aplican antilogaritmos. 
€qgIÓ _ ———— 


Aj Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones. 


| 3/948 
al Iga x = [ga A+21g1, B-3/g94C; bl lgax = 3/ga4 4 + - =- 4/g4 AT+B; 


2/g¿A+ 319,8 . IgaC+ColgaD 
dl ad gaB , Ya . Ya 








Como la x está afectada por el símbolo de logartimo, para calcularla hay que aplicar antilo— 
garitmos. 


a) Ga x =/9a A+2194 B- 3/97 E 
Aplicando antilogaritmos a cada uno de los logaritmos que intervienen en la ecuación resulta: 


Igax => Setransforma en > 
lga A = Se transforma en 3 Á 
2lga8 > Se transforma en 3 
3194 C > Se transforma en >» 
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Los signos + se transforman en productos y los signos — se transforman en divisiones, por lo tanto: 


Me 2 
lg, x = [Ya A+2 194 B-319a C | Resp. al x Sr 


3/9,8 
2 





D) [g,¿ x = 3/9, 4+ —4 lg, A+B 


Aplicamos antilogaritmos igual que en el ejemplo anterior, pero teniendo en cuenta que la última 
letra B mo está afectada del símbolo /g., por lo tanto, su antilogaritmo es una potencia de la base. 


Ígax + Se transforma en + x 
3/g¿ 4 + Se transforma en > 4* 


3/9.B Es 
-- + Se transforma en =>» ¿B* 





494 A 3 Se transforma en A? 
B 3 Setransformaen » a? 


Los signos + se transforman en productos y los signos — se transforman en división, por lo tanto: 


3 1958 
lg, Xx =3lg,. 4+ eS — 4 Iga A+B 








2/1g¿A+31g,B  /g¿C+Colg¿D 
C) [Ga x OS: + A 


En este caso tenemos que tener en cuenta que Colg, D se transforma en —Ig7 D 


is Ltd Varas [ E 
| Resp. ce) x ÍA B D 


Logaritmos naturales o neperianos.- En el caso particular de que la base logarítmica sea el 
número e = 2,718281..., los logaritmos se llaman naturales o neperianos en honor al matemático 
J. Neper (1550-1617). Se anotan Lnx o Lx, | 


Como el número e es mayor que uno, los logaritmos neperianos también cumplen con todas las 
propiedades de los logaritmos de base a > 1. 


Logaritmos decimales.- En el caso particular de que la base logarítmica sea el número 10, los 
logaritmos se llaman decimales y también vulgares o de Briggs en honor al matemático H. Briggs 
(1561-1630). > 


Como los logaritmos decimales son los que más se usan no se anota la base, por lo tanto, /g1p9 x se 
anota /g x para simplificar la escritura. 


Como 10 es mayor que 1, los logaritmos decimales también cumplen con todas las propiedades de 
los logaritmos de base a > 1. 
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B) Determinar el logaritmo decimal de cada uno de los siguientes números. 
8) 160; b) 4,175; c) 0,168; d) 0,00045; e) 35000; f) 4 





Anteriormente los logaritmos decimales se calculaban con ayuda de unas tablas, cuyo funciona -— 
miento habia que conocer, pero en la actualidad con ayuda de las calculadores electrónicas todos los 
cálculos matemáticos se realizan en forma rápida y sencilla, eso sí, hay que conocer el manejo de la 
calculadora. 


En forma general para determinar el logaritmo decimal de un número, se marca dicho número, 
después la tecla log e inmediatamente aparece en pantalla el logaritmo. 


| Resp. a) 2,2041; b) 0,6206: c) -0,7746; d) -3,3467; e) 4,5440; f) 0,6020 


C) Calcular el antilogaritmo de cada uno de los siguientes logaritmos decimales. 
a) 3,2104; bj) 0.6483; c) -0,4792; d) -2,1792; e) 3,2772: f) 0,0705 








Con ayuda de una calculadora marcamos cada número y después las teclas INV y /og e inmedia- 
tamente aparece en la pantalla el logaritmo pedido. 


Resp. a) 1623,3045, bj) 4,4493; c) 0,3317; d) 0,00066; e) 1893,2152; f) 1,1762 





Dj Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones, aplicando logaritmos 


(74,5 2 “0,07 
ay x=? A/E2, bx =1£ E +3,22 512; q) 5*= 


ó 





E 1 qe +2 144 A, 26 
' 0,3? ) 452.15 


Aplicamos logaritmos a cada una de las expresiones dadas y en ellas sustituimos los logaritmos por 
sus valores usando una calculadora. Efectuamos las operaciones correspondientes y finalmente al 
número que obtengamos le hallamos el antilogaritmo. 


Ea 13745 + tax =1913+ 10745 - ye 


lgx =0, 113941321 1 - 0,9030 =0,1469; lgx =0,1469; = antilogaritmo = 1,4024 


| Resp. a) x = 1,4024 


2 31 
bx =12 : 0.07 + 3,22 512 


Como es este caso hay dos términos no podemos aplicar logaritmos directamente, por lo tanto, 
calculamos independientemente cada sumando. 


- 279 - 


2 2 | 
a = 12 1007, log A =219 1,2420 - 195 


Ig A =2-0,0791 +28 - 0,6089 =-0,9256 + IgA =-0,/9256 >» antilogaritmo = 0,1186 


| Resp. Á =0,1189 


B=32 5/12 3 /9B =3/032 E =3-0,5051+1991 _ 4 7311 


5 
lgB =1,7311 + antilogaritmo = 53,8393 | Resp. B = 53,8393 
x =A+B =0,1186+ 53,8393 = 53,9579 Resp. b) x = 53,9579 


lg2 0,3010 An 
4S=2 + xb5=/2 + x=7 <= 55989 =0.4306 + x =0,4306 


Como la x no está afectada de /g no hay que hallar antilogaritmo. 
| Resp. Cc) x = 0,4306 


2.3 
d) 0,5Íx = en, > 190,5 +2 = 2,319 1,4219 0,3 


F 


En esta ecuación despejamos /g x y después procedemos como en los ejemplos anteriores. 
219 0,5 +1 x = 2:2,31g 1,4-2-21g 0,3 


lg x = 4,619 1,4—41g 0,3- 219 0,5 = 4,6(0,1461) -4[ -0,5228) - 2(-0,3010) 
lg x = 0,6720+2,0912+0,602 =3,3652 >» lgx=3,3652 » antilogaritmo = 2318,4620 


| Resp. d) x = 2318,4620 


12,» , 
e) 0,262 13:28 4 (x+2719 0,26 = 13:28 - (1.5) 19 4,52 
1,2 


4,52" 
2=-1443.26  ,15/9452__ 0,5132  _ 1,5(0,6551) 
:+2=7,219 0,26 * "190,26 1,2(-0,5850) '  —0,5850 


x+2 = -0,7310-1,6797 =-2,4107 > x= -4.4107 
Resp.e) x = -4,4107 


E) Calcular: a) El logaritmo de 1,26 en base 3; b) El logaritmo de 12 en base 1,5; 
Cc) El logaritmo de 2/27 en base 2/3. 
nn — — a 
En cada caso, al logaritmo que buscamos le llamamos x, escribimos 


logarítmica, la cual pasamos a ecuación exponencial, 
aplicando logaritmos decimales. 


el enunciado en notación 
que resolvemos con ayuda de una calculadora 


al /911,26=x + 1,26 =2* 20 - 21,26 _ 0,1003 _ 
93 6=3Y + g126=x1g3 > x la 3 “04771 = 0.2102 


| Resp. 2) x =0,2102 
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sr + sia sr Es : - 192 ._2,3010_ gs 
b) ls 12 =x + (2=1,5% + LE =x/g 1,5 > x= 21015 =2-0.1760 08551 


Resp. b) x = 0,855 1 


cl 92 27 =x+ 27 =(3) + 4(5) =-0(3) 
PP y _la2-lg27 _0,3010-1,4313 2, 


| Resp. c) x = 6,4185 


F) Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones. 


25 | 
lg, x = 14; lg - AS. Í 1,62 = 0,26; / 130 = 16 





Escribimos la notación logarítmica en notación exponencial y después resolvemos la ecuación re - 


sultante aplicando logaritmos. 
al /ígax=14 >» x=2!1%* 35 lgx =14/g 2 = 14-0,301 = 4,214 


lgx =4,214 +4 antilogaritmo = 16368,165 2 | Resp. a) x = 16368,165 2 


als 
AS > x=(2D? > lx = E gala = 


b 2 
4, a” 3 
_A5 lg2y _ 2:2,2360 , , 0,3010 
- AB 24 ) e (0,3010+22) = 0,6730 
lgx =0,6730 3 antilogaritmo = 4,709 7 | Resp. b) x = 4,7097 


Cl yz, 1/62 =0,26 + 1,62 =(x-1)%28 3 /9 1,62 = 0,26 lg (x-1) 


la ix-1) =?2 5 = LES =0,8057 » Iglx-1) =0,8057 >» antilogaritmo = 6,3929 


x-1 =6,3929 + x =7,3929 | Resp. c) x = 7,3929 


130 =($x+2)% > /g 130 =16 Ig (íx+2) 





d lg 10 =16 > 


lg 130 = 16 Loa =8/9(x+2) > lg(x+2) 2 2 


=0,2642 3 /g(x+2) =0,2642 3 antilogaritmo = 1,8373 


x+2 =1,8373 » x =1,8373-2 = -0,1627 | Resp. d) x = -0,1627 
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Cálculo de logaritmos por artificios de cálculo 


G) a) Calcular lg 64 sabiendo que /g 2 =0,301; bj Calcular lg 24 sabiendo que lg 2 = 0,301 
y que lg 3 = 0,47; ¿j) Dados lg 2 = 0,301 y lg 3 = 0,47, calcular lg x en la siguiente 
expresión: 


Cada número o expresión, cuyo logaritmo vamos a calcular, tiene que ser igual al producto de 
potencias de los números, cuyos logaritmos conocemos, teniendo en cuenta que el logaritmo decimal de 
10 es igual a 1. 


a) Calcular /g 64 sabiendo que /g 2 = 0,301 


El número 64 lo escribimos en potencias de 2 + 64 = 28 
Ahora aplicamos logaritmos a la expresión anterior, sustituimos valores y efectuamos operaciones. 


64 =2% + (964 =6/9 2 = 60,301) = 1,806 
| Resp. a) lg 64 = 1,806 
b) Calcular /g 24 sabiendo que /g 2 = 0,301 y /g 3 =0,47 
El número 24 se escribe en potencias de 2 y de 3 » 24 = 3.2? 


Ahora procedemos como en el caso anterior. 
24 =3-2% 3 lg 24 =19 3+3/9 2 =0,47+3(0,301) = 1,373 


c) Dado, lg 2 = 0,301 y lg 3 = 0,47 calcular lg x en la siguiente expresión 


, 104 Y3,6? 


0,09 
Aplicando logaritmos resulta: /lgx = 3/9 0,4 + 34 138 — lg 0,09 


2 
Cálculo de /g04 + 04 =j¿=Í7 + 190,4 =2 19 2-Ig 10 =2(0,301)-1 = -0,398 
Resp. 190,4 = -0,398 


| 36 _ 2*.3? | j 
Cálculo de 1g3,6 + 3,6 =35 = 0  ? (936 =2/92+219 3-1g 10 = 
= 2(0,301) +2(0,47) -1 = 0,542 | Resp. /g 3,6 = 0,542 
2 
Cálculo de lg 0,09 3 0,09 =3% =5 + /9 0,09 = 2 lg 3-Ig 100 = 210,47) -2 = 1,06 


Resp. lg 0,09 = -1,06 
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Cálculo de lfgx =» /gx =3lg 0,4+ cqoz -/g 0,09 = 3[ -0,398) ¿2 = 


| Resp. c) Jgx =0,2725 


H) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones exponenciales. 


(—1,06) =0,2725 





a) 42X+1 3003, py gx2.52x+1  =g2x 


En cada caso aplicamos logaritmos y efectuamos las transformaciones necesarias hasta despejar 
lg x; determinamos los logaritmos con una calculadora y efectuamos operaciones. 


a) 4471 335 7 (2x+1) lg 4 =(4x-3) lg 3 + 2x1g 4 + Ig4 = 4x1g 3-31g 3 


2x lg 4-4xlg 3 = -3lg 3-lg 4 +» x(21g 4-4fg 3) = -31g 3-1g 4 





_—3lg3-1g4 _ -310,4771) (0,6020) _ core e 
Xx == 2Ig4-4 193 7 210,6020) -410,4771) 00 | Resp. a) x = 2,8865 


bp) 402.B+0- 37% y (x-2) lg 4+(2x+1)/g 5 =(2-x)/g 3 
xlg 4-21g4+2x1g 5+1g 5 = 2lg 3-xIg 3 > xIg4+2xIg5+xf/g 3 = 21g 3-lg 5+21g 4 
e a mi ] _21g3-1g5+21q4 _ 
x(lg 4+21lg 5+lg 3) =2lg 3-1g 5+21g 4 >» x= gar 2195 + 03 — 


_ 210,4771) -0,6989+2( 0.6020) _ y; a 
e JOTZLO 69801 10.471" Uo80 1 | Resp. b) x = 0,5891 


EJERCICIO No (35) 


A) Determinar el lg, x en cada una de las siguientes expresiones. 


4 a 
E az a 2 la?b 
(3) x = yr (4) x = (a+b) 3D 


xy = 20D, 
(ME 











B) Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones. 





2 1g,C 
(5) Igax = ga A+3IGa B-2Iga 0; (6) lgax =4lga 2+ 2 2/94 B+A; 


3 
3/19¿4A+21/9¿8 . 219¿C +2 ColgaD 
(7) ga Xx ES Ja : Ja + Ja a Ja 
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Ñ E E . 
CU) Determinar el logaritmo decimal de cada uno de los siguientes números. 


(8) 232; (9) 3,125: (10) 0,473: (11) 0,00875: 
(12) 26000; (13) 5; (14) 3748,462: (15) 1008,004 





19) Calcular el antilogaritmo de cada uno de los siguientes logaritmos decimales. 


(16) 2,2136; (17) 0,4729; (18) -0,7584; (19) -1,2686: (20) 4,2184; (21) 0,0457 


E) Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones. 





| ] | 2% | 
(22) x = 24282: (23) x 231828 ¿4 12 ATTEE; (24) 3,2 =16,24; 





2,8 342,87 
(25) 3,4 (x = 4,3 > : (26) 1,26+? = 2,87 
0,8” 


31,38 





F) Calcular: (27) El logaritmo de 2,16 en base 2; (28) El logaritmo de (5 en base 2,4: 
qm E 3 
(23) El logaritmo de 75 en base 7] 


G) Hallar cada uno de los siguientes logaritmos 


(30) 19, 72: (31) 0. 33: (32) lgs(1939) 





H) Calcular el valor de x en cada una de las siguientes expresiones. 


(33) lggx = 16,8; (34) 95 => >: (35) 


(36) 19,25 =6,4; (37) l9;.-1,3,42 = 1,6: (38) la 349 =4 





!) soler cada una de las siguientes ecuaciones. 
(39) la x = “9ntian, (40) lg x = 4 lg m-3lg nm); (41) lgx = = (19 25 +50488). 
(42) lgx =196+1; (43) lgx =/9 6+319 2; (44) lg x-lg 4 = 3+21g 8; 
(45) lg(3x-1)+1g 1,4 =2,3; (46) lg(2x+1) +Iglx+3) =1916,4+1g 125; 


(47) lg 3x+2 + lg x— - E 


J) Sin usar la calculadora calcular: (48) lg 0,27 conociendo lg 2 = 0,301 y lg 3 =0,47; 


(49) lg 5 conociendo lg 2 = 0,301; (50) Conociendo /g a = 0,831; /g b = 1,631 y /g 2 = 0,301 
calcular lg x en la siguiente expresión. 


a 1,6*.a?.*/25b 
0,064? 





K) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones exponenciales 
(51 ) g4x-1 en s+4+ 2x, (52) 9x+ És q3x-1 _. px. (53) 54x-3 a pb. 


¿x+ 1 Xx x  x+1 2x 
3 


(54) 29x+ 1,53x-2 — gx+ 3. (55) 3 3 a. 6?: (56) 32.4 3 =$ 


RESPUESTAS 





(1) lgax = 2 /gaa +Igab—-3lgac: 





3 /gan—Igab 
5 


(2) lga x = 21gya+ -2 gan 3 1g4b-Iga; 


lg, 2+ 2 1ga48 +31 4b- 21/92 2 /gac 
(3) lo, x = Ya Ya = Yan— Liga 


+b) +2/g.2 +1g.b FO JA de 2.¿A 
(8) fga x= CRA, (51 (6) 2 =l 6%, 


4 | a 
(2) x =(ata?. ez. (8) 23654: (9) 0,4948; (10) -0,3251; 


(11) 2,0579; (12) 4,4149; (13) 0,6989; (14) 3,5738; 

(15) 3,003; (16) 163,5309; (17) 2,9709; (18) 0,1744; 

(19) 0,0538; (20) 16534,8401; (21) 1,1109; (22) x = 1,4757; 
(23) x= 141,5965; (24) x = 2,3965; (25) 16531,03; 

(26) 37,733; (27) 1,1109: (28) 0,9189; (29) -2,24; 

(30) 1,1735; (31) -0,5119; (32) 2,3219; (33) x = 103561897,7; 


(34) x =5,0594; (35) x = 3,4914; (36) x = 1,6534; 


(37) x =3,1562; (38) x =16,6809: (39) x= (n*-m: 
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E 

42 a 

(40) x =—; (41) x = Za en (42) x = 59,9929; (43) 47,984 3; 
n3 54 8 


(44) 96227676,61; (45) 47,84; (46) x; = 30,28; x2 = — 33,78; 


(47) xy = 2,24; x2 = -0,90; (48) -0,157; (49) 0,699; 


(50) 5,2152; (51)x = 1,2868; (52) x = 1,0985; 


(53) x = -0,3302; (54) x =2,5461; (55) 2,2471; (56) 7,2992 


| | Sucesiones 


Se llama sucesión de números reales a toda función de N en R, es decir, que a cada número natural 
corresponde un número real y nada más que uno. 


A cada uno de los números que forman la sucesión se les llama término, siendo el primer término el 
primer número de la sucesión y último término el último número de la sucesión. 


Las sucesiones se anotan utilizando como subíndices la sucesión de los números naturales, por 
ejemplo: 





a) a.; 21:92:93; An — D) for fr; ta fas... fo 


En muchos casos la sucesión no empieza para n = 0, sino para n = 1, por lo cual la función está 
definida de N* + R 


Generalmente existe una ley de formación de los términos, lo cual nos permite calcular el valor de 
cualquier término cuando conocemos el lugar que ocupa, 


Cuando el número de términos que consideramos es infinito decimos que la sucesión es ilimitada o 
infinita y cuando el número de términos que consideramos es finito, decimos que la sucesión es 
limitada o finita. 


Cuando cada término es mayor que el anterior la sucesión se llama creciente, y cuando cada 
término es menor que el anterior la sucesión se llama decreciente. 


esmero [| 


A) Determinar cada una de las siguientes sucesiones 
) 3n ph | DS = 
a) EN +R, tal que, fp =37=77 bi YN +R, tal que, 9n = 7743 
— 


Como en cada caso nos dan el término general, en él sustituimos los números que forman el 
conjunto de partida y efectuamos operaciones hasta obtener otros números. que tiene que pertenecer 
al conjunto de llegada. 
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n-1 














E 340) __ 9. _ 
fa = 3 TÉ paran=0 > lo = 210) 1 ==1=0 > fo= 
_ Sn EE __s(1) 3. _ | 
Tai 3-1: paran=1 3 f, 21111 A 3 + 1f1=3 
DO DI _ A E 
fa=>3.-3: Para n =2 + f = 220-173 =2 » fp =2 
BA. y =D 8: 
fa = 3-1" paran=3 3 f3 A fq = 5 sete 
| Rosp. 8) 0; 3; 2: E: 
b) g:N* +R, tal que, g E 
y t 20 “053 
q. aran=1 >» E is ml 13 == 
me nz" * ñ $. a "44 
5 5 Z 
% =3+3 paran=2 3 9 = 1513" 5 =1 >» Y = 
5 5 5 5 
9 =+3' paraan=3 + 93 (3,537 6 + 93="f: etc 





B) Aquí se dan los términos generales de algunas sucesiones definidas de N? >R, para 
calcular el término de la sucesión que se pide en cada caso. 





den =>: ds =?; Mba =>53' f7 =?1 





En cada caso sustituimos en la fórmula del término general la m por el valor del subíndice del 
término que buscamos y después efectuamos operaciones. 





4 
n “E a =? 3 ag indica que n =6, por lo tanto: 
IN ” _ HOY) _ _ 2 Resp. a az 
8 = 32-27 para n=6 >» 6 =36)-2”" 16” 2 > | esp. al as = q 
e  mé-2 eS e 
fa = 353" 5 =? > f, indica que n =7, por lo tanto: 
2 y 2 
A 1" A = = 4712 49-247 | Resp. 1 e. zA 
fas p=3: Pan? + 8=29723*14-3 11 > A a 
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C) Encontrar el término general de cada una de las siguientes sucesiones. 
Mos des es des Le LOTE: NE: AE. mx. 
a) >: E b) 245; 35: 45; 51V5:... 
¡E 
32" ga gs 35" ge 








En cada caso tenemos que encontrar la fórmula o expresión mediante la cual, dando a n los 
valores 1,2,3,4 etc, se obtienen los términos de la sucesión. 


8d: E ¿E He Es 
92" 93" 74" 25 


Aquí podemos observar que los exponentes del 2 aumentan de 1 en 1, empezando por 1, por lo tanto: 


Resp. a) án = z. ne n* 
| Mea . ¿gn 


a) 


bp) 245: 315: aÑ5: 55; ... 


Aquí podemos observar que el coeficiente e índice son iguales, empieza en 2 y aumenta de 1 en 1, 


por lo tanto: 
[Ue Bl an =n 45; ne N-(0,1) 
L ELEDE. 
EEES 


Aquí podemos observar que el exponente del 2 empieza en 1 y aumenta de 1 en 1, y que el 
exponente de 3 empieza en 2 y aumenta de 1 en 1, por lo tanto: 


m l 
esmas Si = A : ne n* 
gn+ 


ÚUl Encontrar los tres siguientes términos en cada una de las siguientes sucesiones. 


12, 7,24 21. 18. 1126, 28, 19,14 8. 


"410" 13" 15' 18' 38" A4A* Be 6: 7 


C) 2+$4; 3+N6; 4+/8; 5+110 











En cada caso tenemos que encontrar la regla o fórmula que nos permite pasar de un término al 
siguiente. 
3) 30. 27 24 21 18 
LE 10* 13" 15* 18 


Aquí podemos observar que los numeradores disminuyen de 3 en 3 y que los denominadores 
aumentan de 3 en 3, por lo tanto: 


15. 12 9 
Resp. al 7 34: 27 
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Aquí podemos observar que los denominadores aumentan de 1 en 1 y que cada numerador está 
formado por la diferencia de los números que forman la fracción anterior, por lo tanto: 


Eo Ii. 0 
| Resp. b) 8” g' 10 
Cc) 2+ 14; 3+16; 4418: 5+f10:+.. 


Aquí podemos observar que la parte subradical es igual al doble del sumando que acompaña a la 
raíz y que este sumando aumenta de 1 en 1, por lo tanto: 


| Resp. c) 6+112; 7+14; 8+$16 


EJERCICIO No (36) 


A) Determinar cada una de las siguientes sucesiones. 








. ; pan 2n - - + ¡— 4 sl 
(1) fiN 3>R, tal que, ta E 3n-— 1 F (2) g:N +A, tal que, Or == n+3* 
NASA hs = 0. (4) 0? ME 





B) Dados los términos generales de las siguientes sucesiones definidas de N >+R, calcular el 
término de la sucesión que se pide en cada caso. 





2n | 2n? + 
(7) tip a ENE, 4 =?; (8) by = 1072, da =?; 
n?+1 n?+2 


C) Determinar el término general de cada una de las siguientes sucesiones 
a, LE LL 2.12. 10742: 73: 4748: (15; 


12: 452; £. 


E A 
E E 


o es e. e 
(11) CA Di 





D) Encontrar los tres siguientes términos en cada una de las siguientes sucesiones. 


20, 18, 16, 14 ne, 7, 8.14 16 
ag a Y 0 O ON - E: 0: 17 140 


(15) 2+/2: 4+16; 10+/14; 24+4/34; ... 
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RESPUESTAS " 


5: 3* 7 
e A 
317. 155. 1tn, | SE 
E 0 a 107 mm 012 
(13) 2. qe, E (14, 8, ze. 30, 


4' 24” 8' 





Una progresión aritmética es una sucesión de números reales, tales que,a partir del primer término, 
cada término se obtiene sumando algebraicamente al término anterior una cantidad constante llamada 
razón de la progresión. 


Los términos de las progresiones aritméticas se anotan así: 


31; A2; Az; Gas, 95, --- 8n 


Término general o término enésimo 
de una progresión aritmética 








En donde: a, + Esel primer término 
an + Esel último término 
n + Esel número de términos 
r + Esla razón de la progresión 


Observación.— ay, adn y r, pueden ser cualquier número real, pero n siempre tiene que ser un número 
entero y positivo. 


Despejes —»- 4 =3,+(n-1)-+r 
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Relación entre dos términos cualquiera 
de una progresión aritmética 








En las progresiones aritméticas siempre se cumple, que un término cualquiera es igual a otro más la 
diferencia de los subíndices por la razón, por ejemplo: 


26 =324+(6-4)-1; aro = a+ 120-8)-r; as =ajo+1(4-10)-r y en general 





Propiedad de los términos equidistantes de 
los extremos de una progresión aritmética 





La suma de dos términos que son equidistantes de los términos extremos de la progresión 
aritmética es igual a la suma de dichos extremos, es decir; igual a a1 +an 





Término central de una progresión aritmética 


Cuando el número de términos de una progresión aritmética es impar, hay el término central, que 
es igual a las semisuma de los términos extremos. 





En donde: ac + Esel término central 
ay + Esel primer término 
Bn + Esel último término 






Suma de los n términos de una 
progresión aritmética 





En donde: S + Esla suma de los n primeros términos de la progresión 
+ Esel primer término 

in 3 Esel último término 

n + Esel número de términos 





P (as +tanjn 
Despejes —»= S nn a ==-an 
O 
% a; Fan 
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Observación — Cuando se quiere indicar la suma de un número determinado de términos, se escribe 
dicho número como un subíndice de S por ejemplo: 


La suma de los 20 primeros términos se anota + Sp. 


A) Formar cada una de las siguientes progresiones aritméticas 


da = yr=-h; a =(3 y 1 =28, cla; = -3a+4b yr =a+b j 





En cada caso a cada término le sumamos la razón para formar el término siguiente : 


2 1 
da =-=3 pr=-=->S 
2 1 1 1 1 1 
E E az =a+tr= Ft) = 3 +) a -<3 áax3 e Li =0 3% =0 
da = a3 +1 =0-= — -5 + Bas =-+ | Resp. a) Z; +50; >: 


b) a; =43 yr AS 
a] = 3: a) =a, +1 .(3+28 . 53 + As = 3. a3 =a2+r 543,323. 


2 


A A o A 


ME 
y 


c) ai =-3a+4b y r=as+b 


ay = -3a+4b; az =ay+r = —-3a+4b+a+b = -—2a+5b >» ass = — 2a +5b 
aa =3a2+r = —2a+5b+a+b =-a+6b + 33 = —a+6b 
dy =83+r = -—a+6b+a+b =7b + as = /b; etc 


| Resp. c) ay = —-3a+4b; as = -2a+5b; az = —a+6b; as = 7b 





3) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 
aa; =-2yr= >. hallar as; b)a, =4; a;09 = 24, hallar r; 


cir = + y da = 4, hallar a¡; d)a¡ =2; an =10 y r =2, hallar n 
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En cada caso hay que utilizar la fórmula que relacione los datos, si es necesario se despeja la 
incógnita, se sustituyen letras por sus valores y se efectúan operaciones. 


al ai =-2;r= +5 + 2858 =?; ay =ay+in— 1). para n=5 


as =3a1+(5-1)-r = -2+4- L 


7 = =2+2 =0; as =0 | Resp. a) as =0 


an”ay 
b) as =4; a10 =24 + 1=?; an =a,+Hn-1)-1 +1 == 








== 17 para n =10 
_24-4 _20 _20 | - 20 
o E 187 | Resp. b) r =3 
dr + 
2 


y dg =4 +41 =?; adan =ay+(n-1)-1>a, =ap-(n—-1)r; para n =8 


E A | Es 
ur Y | Resp. c) ay = > 


=10 yr=23s.n=?7; 


a =4-(8-1)- - =4- + 


d) a, =2; an án =ay +In-1)-r + an =ay +nr—r 


=5 + n= | Resp. d) n =5 


C) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 


an7a3+r  10-2+2 
n  . _ um. — 
r 2 





a) Calcular la razón de la siguiente progresión; 3; > E 4; a La 
0) as =8 y r=5, hallar ajo; C) as =4 y a70 = 20, hallar r:; 


d) a¿ = 12 y ajo = 15, hallar az, 


a 30. El 1 
a a E — o: d pa — > e = ? 
a) ES 3 * 3 F 4: 3 Ñ LEN: + f hb 


Como es una progresión aritmética, la razón es igual a la diferencia entre dos términos 
consecutivos, por lo tanto: 


A OSA mo E | a 
r=23 2 A += Resp. a) r = 


b) as =8 y r = 


wm|- 


5 + a10 =?; ap =aqg+(p-q)r 


Para relacionar dos términos cualquiera de una progresión aritmética tenemos que tener en cuenta 
que el coeficiente de la razón es igual a la diferencia de los subíndices de los términos que 
relacionamos, por lo tanto: 


ap = dg+lp-q)r + a10 =3as + (10-6)r » a10 =8+4:5 =28 + 8109 =28 


| Resp. b) a7o =28 


— 20 


Cc) ag =4 y dr = 20 +71=?,; ap =ag+lp-q)r + ao = ag +(10-6) +" 
á10"4a —20-4 16 


A E E | Resp. c) r =4 


dl a¿=12 y a1p =25 + ay, =?; ap =ag+(p—-q)r 


| 
+ 
+ 
J 
Es 


aá1973 - 1 
210 =24+(10-4)r > 5 - E AL El = + + 5r= > 





830 = 810 +(30-10)r = 15+20: > =15+10=25 >» az =25 
| Resp. d) azo = 25 


LY) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 





a) az+ag =30 y ag+ajo = 66, hallar r; bl) a¿+ag = 36 y as+ajo = 45, hallar a70 





al az +24 = 30 y 82 +a810 = 66. hallar r 


Nos dan dos ecuaciones con cuatro incógnitas (a3; ag; dg Y 210), por lo tanto, ponemos todos los 
términos en función de a, y de r para llegar a un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. 


d3 =9/+2r; ag =a¡+5r; da =9;+7r y aro =a¡ +9r 
Ba+28s =20 3 (ay +2r)+(a1 +5r) =30 3 22,+7r =30 3 (A) 
gta =66 3 (a, +7r)+(a, +9r) =66 + 2a,+16r =66 >» (B) 
Ahora resolvemos el sistema formado por (A) y (B) 


(A) pe 711 =30 >x(-1)—>» -2a,- 7r =-30 


(B) | 241 +16 =66 —_—= 2a,+16r = 66 
O + 9 = 36 > r=2=4 + r=4 


Resp.a) r =4 
D) 24+ da =36 y atar = 45 + 270 =? 
Procedemos como en el caso anterior hasta encontrar r y ay y después azo. 
daq4tag =36 » (a +3r)+(a1+7r) =36 >» 2a,+10r =36 > (A) 
agtajo =45 3 (ay +4r)+(a,+9r) =45 » 2a,+13r =45 3 (8) 


(Aj | 2a1+10r =36 >» x(-1) — -2a,-10r =-36 
(B) 2a1 +13r = 45 —_————————+ 2ai+13r = 45 


O + 3r 


Or 1r==3 1-3 


Cálculo de ay + (A) + 2a,+10r =36 + 2a1+10-3=36 +» ay =3 
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Cálculo de ag > d2z0 =3a/ +19 =3+19-3 =34+57 =60 >3 3820 =60 


| Resp. b) azy = 60 


E) Calcular el término central de una progresión aritmética de 11 términos que empieza en 
— 3 y termina en 43. 








Como la progresión tiene un número impar de términos (tiene 11) hay un término central cuyo valor 
es igual a la semisuma de los términos extremos, por lo tanto: 


| ay+a YA 
as =-3 ac 8 2820 | Resp. az = 20 


Ej En una progresión aritmética se conocen as = 14 y ai = 32 hallar ag 





ds, da, 47,214,849, 810,817 


En la serie de términos desde el as hasta el a; 1, el ag es el término central, por lo tanto: 


a, +a +3 
LO y LES O 8 = Ag =23 23 ás =23 


E: E 2 
| Resp. as = 23 





5) Calcular fa suma de los 10 primeros términos de una progresión aritmética que empieza en 
1/2 y termina en 2/5 





Como nos piden calcular la suma aplicamos la fórmula correspondiente. 





S =X 
n= 10 A e 5+4y 
s -tfertain_(7+5):10 a 
1 "E ARA E A ie 
| 2 
n= E 
| Rosp. S = = 





H) Calcular la suma de los 10 primeros términos de una progresión aritmética de razón 5 que 
empieza en -2 
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S =x 

o ; (a, +ap)n | 
n= 10 Al aplicar la fórmula S = —— nos damos cuenta que nos falta a,,, que 
a calculamos en la fórmula a, =a,+(n—1)+r 
a =-2 


Cálculo de dn + 3n =3y+(n—-1)-r = —2+(10-1)-5 = -24+45 =43 > an = 43 


a. + =8 af 
Cálculo de 3 + S = Zn - 1=2:+431:10 - (417.5 = 205 > S=205 
Resp. S = 205 


1) Calcular la razón de una progresión aritmética de 20 términos que empieza en —-10 y cuya 


suma vale 400 





pill Para calcular r aplicamos la fórmula ay = ay+ín-1)+»r, pero nos damos 
cuenta que necesitamos conocer an, que calculamos en la fórmula 


n =20 
ay = -10 S (ay +ag)in 
S = 400 a 
5 
Cálculo de an + S = A + 25 =a¡:«n+apnn 


25-31: _ 2-(400) -(-10)(20) = 15 = 190 - 50 + an =50 


0 n 20 
| Resp. ádn = 50 


dn—41 _ 50+10 _ 60 5 _ 60 


+ dan =2a/y+In-=1)r » r A Y 





Cálculo de r 


EJERCICIO No (37) 
A) Formar cada una de las siguientes progresiones aritméticas. 
1 1 
Na =3yr=3; (2 a, a pia 


(3) a, =2Í3 y r = 13 (4) ay =2a+b y r =a-b 
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B) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 


(Sa =-2 yr = Mas =>; (Ga; =28? yr= Ll +0 =>; 


(Vda =3Í2 y a, =24 » r =?; (8) aí; =a+2b y ag = 2a+4b +51 =?; 


ar =2 y 84, =412 >» a =?; (10)r =a? y as =10a? + ay =?; 


(11) a, = 12; an =412 y r=42»>n=?; [(12)a, =2a?-8b; an =2a?+b; r =b=n=?; 


C) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 


(13) Dado; 13; A3=1. 322. Aza, hallar r; 





: 32+2b:;.., hallar r: 


e , 
(14) Dado: a*+b; a 


2 
(15) ar = z V T =4/2 + dz =94 (180) ax =2x WE => > 83x=?: 


Mea =L ya =h +1? Blas =% y as =- 


2 
_N3 Ez mE 03 6 e 
(19) as =%5 y a12 =443 +43 =?; (20) a4 =7x y ars =9% + 810 =?; 





D) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas 


sd 
A 


(23) 3az + 2ag = 30 Y 10a34-2a9 = 10, hallar a, 


(21) a¿+tag =42 y a8- 7 = 19, hallar r ; (22) 3a3+2a5 =53 y 4ag-2a11 = 26, hallar r; 


(24) astaio =8 y d1xtAg = —2, hallar a; >; 


(25) az,+3a:5 =31 y 4a11-—3a18 = 73, hallar a,0; 


PP 5 AA 4 AAK<X 
E) Resolver los siguientes problemas de progresiones aritméticas. 


(26) a; =4;a4n =16; ac =?; (21) ac =16; ar = 2; an =f; 


2 ] 
(28) a. dE a: -£ 


(30) a6 =a+b; ajo =4a-2b; az = 


: 8n=?; (29) a, =4; as = -14; az =?; 


(31) Calcular la suma de los 12 primeros términos de una progresión aritmética que empieza en 2/3 
y termina en 3/2. 
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(32) Calcular el último término de una progresión aritmética de 8 términos cuya suma vale 3a+4b y 
empieza en —4a+10b. 


(33) Calcular el número de términos de una progresión aritmética que empieza en (2, termina en 
412 y su suma vale 204 2 


(34) Calcular la suma de los 5 primeros términos de una progresión aritmética de razón 4 que 
empieza en — 10. 


(35) Calcular la suma de los 8 primeros términos de una progresión aritmética de razón 1/2 que 
termina en —4/7 


(36) Calcular el primer término de una progresión aritmética de 12 términos y razón igual a -2 
cuya suma es igual a O 


(37) Calcular el primer término de una progresión aritmética de 25 términos y razón igual que 
44+3x?, cuya suma es igual a —16+x? 


(38) Calcular la razón de una progresión aritmética de 15 términos, que empieza en 16 y la suma 
vale —- 300 


(39) ¿Cuántos términos tiene una progresión aritmética de razón -3,que empieza en 2 y su suma 
es igual a —68? 


(40) ¿Cuántos términos tiene una progresión aritmética de razón 3/4, que empieza en 1/2 y su 
suma es igual a 57/47 





141) El quinto término de una progresión vale 10 y el décimo vale 14: hallar la razón de la 
progresión aritmética 


(42) En una progresión aritmética se conocen ag = 10 y ay5 = 30; hallar azo 


(43) Calcular cuántos términos tiene una progresión aritmética sabiendo que 
ds =0; as = 18 y in = 28 


(44) En una progresión aritmética el cuarto término más el octavo suman 36 y el quinto más el 
onceavo suman 48; hallar la razón. 


(45) En una progresión aritmética se cumple: aja-a3 =3 y az+as = 11, hallar aso 
(465) Calcular la razón de una progresión aritmética sabiendo que: ajo/a4 = 4 y que 4a7 -3az = 51 


(47) Calcular el tercero y el quinto término de una progresión aritmética creciente sabiendo que se 
cumple a3-as = 96 y az+as = 20 


(48) Calcular la razón de una progresión aritmética sabiendo que el producto del segundo término 
por el séptimo vale 75 y que la suma del quinto más el décimo vale 32. 


298. = 


(49) Hallar los ángulos de un cuadrilátero sabiendo que forman una progresión aritmética de razón 
300 


(50) Calcular los lados de un triángulo rectángulo sabiendo que sus medidas expresadas en metros 
son números que están en progresión aritmética de razón 3. 


(51) Calcular la suma de los 11 primeros términos de una progresión aritmética cuya razón vale 3 
y termina en 50. 


(52) Calcular la suma de los términos de una progresión aritmética que empieza en 2 termina en 
602 y tiene de razón 2. 


(53) La suma de los veinte primeros términos de una progresión aritmética es igual a 500. Calcular 
el primero y el último término sabiendo que la razón es 3. 


(54) Calcular el número de términos y el último de una progresión aritmética de razón 3,que 
empieza en 2 y la suma de dichos términos vale 40. 


(55) ¿Cuántos términos tiene una progresión aritmética de razón 4 si la suma de dichos términos 
vale 230 y el último vale 41? 


(56) Calcular la suma de los 100 primeros números naturales. 

(57) Calcular la suma de los 50 primeros números pares. 

(58) Calcular la suma de los 20 primeros múltiplos de 4. 

(59) Calcular la suma de los múltiplos de 7 comprendidos entre 100 y 200. 

(560) Calcular la suma de todos los números de tres cifras. 

(61) Calcular la suma de los 7 primeros términos de la progresión aritmética (a-—b)*; (a+b)?:... 


(62) En una progresión aritmética a = 50 y as3 = 100; hallar la suma de los treinta primeros 
términos. 


(63) En una progresión aritmética se cumple: as+adag = 3 y az+a1s = 6; hallar la suma de los 
veinte primeros términos. 


(64) En una progresión aritmética se cumple: 3a,+4a3 = 1812 y 2a7+5a10 = 6412; Hallar la 
suma de los veinte primeros términos. 


(65) En una progresión aritmética se cumple : 


a 
47 - => y 3a10+a1 =$ Hallar S20”5S10 


(66) En una progresión aritmética se cumple: 
So = -470 y arz-ar; = -57; hallar a; y azo 


(67) Calcular la suma de los veinte primeros términos de una progresión aritmética sabiendo que: 
as'dy =48 y r=1/2 
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(68) Calcular la suma de los 10 primeros términos de una progresión aritmética sabiendo que: 


a 
a¿:ag = 12 y que 22243 e] 


(69) En una progresión aritmética se cumple : 
(70) En una progresión aritmética se cumple: 


(71) En una progresión aritmética se cumple: 


Sio =135 y a, =0; hallar Sa 
ag tay =56 y S20 = 770; hallar S>s 


So = 120 y S»0 = 440; hallar Sz30 


[72] La suma de tres números en progresión aritmética es 27 y su producto 504; hallar los 
números. 


1/3) La suma de tres números en progresión aritmética es 48 y la suma de sus cuadrados es 800: 
hallar los números. 


(74) La suma de los cuatro términos de una progresión aritmética es 2 y la suma de sus cuadrados 
es 46; hallar los términos. 


(75) La suma de todos los términos de una progresión aritmética es nula. Dividiendo el 2% entre el 
30 da 3 y el producto de sus cuatro términos es igual a — 240. Hallar cuántos términos tiene la 
progresión. 


(76) Calcular cuántos términos tiene una progresión aritmética en la que se conocen 
ay =a-2; r=2-a y S = 10-5a 


77) Los valores absolutos de las tres cifras de un número están en progresión aritmética. La suma 
de los valores absolutos de la cifra de las centenas y de las decenas es igual al valor de la cifra 
de las unidades y el producto es igual a 8. Determinar el número. 


78) Los valores absolutos de las tres cifras de un número suma 15 y las cifras están en progresión 


aritmética. El producto de las citras de las centenas por 119 es igual al número. Determinar 
dicho rúmero. 


RESPUESTAS 





(2) 


(3) 213; 448, 343,2 
1142. 


13:6:9:12: E Be E 
(1) 3;6;9;12; de 


de 


za 


(4) 2a+b; 3a; 4a-b; 5a-2b; (5) ag = 





; (6) dq = 


2 
a: = 512. (10) ay = 6a?; 


(7) 1. 2-12. - 212b, (9) 
2 5 
(11) n =4; (12) n=10; (13) 1 = 7; (14) 1 = 2 
e 13 | 
(15) dp 82, (16) azz = 3x*; (17) 1 = (18) 1 ==2: 


= 300 — 


(19) di = -d2, (20) aso =- 


(23) a = 20; (24) á12 = 12; (25) á10 = 13; (26) de = 10; 





(20)r=5; (22)r =2: 


(27) 30; (28) an =2£, (29) az =-5; (30) a, = 4b-2a; 


(31) S 


13: (32) an A (33) n =8; (34) S =-10; 


2 


(38) 1 =S, (39) n =8; (40)n =6: (41)r=<; 


- 130, 
(35) s E 


(36) a, =11; 


(42) 3. =22, (43)n =20; (44)r =3; (45) az == 


g 1 
(46)r =3; (47 az =8 y as =12; (48)r, =2 y ra = Le, 
(49) 450%; 75% 105% 1350 (50) 9m; 12m y 15m; (51)S =385; 


(52) $ =90902; (53)a, =-L y an = 12; 


(54) n =5 yan =14; (55) n =10: (56) S =5050; 
(57) S = 2550: (58) s =840; (59) S =2107: (60) s = 494550; 


(61) S = 732+7b0?+70ab; (62) Sao =2775; (63) Saro = 2 


(64) Sao =210/2; (65) S20-Si0 = 42. 

(66) a, =5 y az0 = -52; (67) S20 = —105: 

(68) Sjo =50 y Sio = 2; (69) Sg =84; (70) S25 =1150; 
(71) Sao =960; (72) 4; 9 y 14; (73) 12; 16 y 20; 

(14d) a, =-4; a2 =-1; da =2 y da =5; [(75)n =6; (76)n =5; 


(77) 246; (78) 357 


30 — 





Una progresión geométrica es una sucesión de números reales, tales que, a partir del primer 
término, cada término se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante llamada razón de 
la progresión. Ñ 


Los términos de las progresiones geométricas se anotan así: 
81; 82; 83; 4; Abg; ... 


Término general o término enésimo 
de una progresión aritmética 








En donde: as >+ Esel primer término 
án + Esel último término 
r + Esla razón 
n -+ Esel número de términos 


Observación.— a1 Y An pueden ser cualquier número real, r no puede valer ni cero ni uno y n 
siempre tiene que ser un número entero y positivo. 





an 
a = n-1 
” 
Despejes — ap =aj 1 
: zo 
Ea 


Nota.— El despeje de n corresponde al campo de los lagaritmos y es: 
lga.—-1ga, 
ca 


Helación entre dos términos cualquiera 
de una progresión geométrica 





En las progresiones geométricas, siempre se cumple, que un término cualquiera es igual a otro por 
la razón elevada a la diferencia de los subíndices. 


10 =ayr107* +4 10 =84 1%; as =aj2uré 0? > da =aj2r* 


En general ap =ag.rPr0 
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Propiedad de los términos equidistantes 
de los extremos de una progresión geométrica 


El producto de dos términos equidistantes de los extremos de una progresión geométrica es igual al 
producto de dichos términos, es decir igual a, a; -ap. 





Término central de una progresión geométrica 


Cuando el número de términos de una progresión geométrica es impar, hay un término central que 
es igual a la raíz cuadrada del producto de los terminos extremos. 





En donde: a. + Esel término central 
24 + Esel primer término 
An + Esel último término 








a; 
dy = án 
Despejes — e 05 =(a,-an 
af 
In =* a; 





S 





En donde: 5 >» Esla suma de los términos de la progresión 
An + Esel último término 
2, + Esel primer término 
r + Esla razón 





_Sir-1)+a; 
A E 
: an. T —A13 
Despejes — s=—= ¿(a =apr-Sír-1) 
_S-aj 
d —S=>An 
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Observación. -— Cuando se quiere indicar la suma de un número determinado de términos se escribe 
dicho número como un subíndice de S, por ejemplo la suma de los 20 primeros términos se anota > 
S20; la suma de los 12 primeros términos se anota »+ Sy, 


Si en la fórmula anterior sustituimos a, por a =a,.r""? y factorizamos resulta : 





En donde: P 3 Esel producto de los términos 
81 3 Esel primer término 
dan + Esel último término 


p2 
LS 
Despejes —= Pp a, -ap)" 
po cs ds nn 
dy = 2n 


| | 219 P 
El despeje de n corresponde al campo de los logaritmos y es: n = Iga, +Tg an 


Aj Formar las progresiones geométricas cuando se conoce el primer término y la razón. 


| 1 1 
a) a, =64.y y ==: b) a, =>37 Y 1=3; cla, =50 y r =0,2 


En cada caso, a cada término lo multiplicamos por la razón para formar el término siguiente. 


al a; “Mi 2 + az =ay91 =64: 7 


2 


áz =8>2:t1 = 32 + =16 » az =16; as = as" = 16: =8 + as =8, etc 


| Resp. a) 64; 32; 16; 8;... 


=32 » az =32; 


— | | 1 
IA A ma A y 
1 — 3 1 | | 1 e | 


SE. * Al. - 1 - » 
| Rosp. b) 7 3: 3' Lip 
cha =50 y r=0,/2 >» as =a"r =50:0,2 =10 3 a, =10; 


dq =as2r = 10:0,2 NL + 3 = 2; 84 = 43 :! =.2:0,2 =0,4 > 24 = 0,4, etc 


| Resp. Cc) 50; 10; 2:04; ... 


B) Resolver cada uno de los siguientes problemas de progresiones geométricas. 





a) Calcular el cuarto término de una progresión geométrica de razón 1/2 que empieza en 16. 


b) Calcular la razón de una progresión geométrica de cuatro términos que empieza en 3 y 
termina en 81. 


Cc) Calcular la razón de la siguiente progresión geométrica 5; 3; +: 5% 





En todos los casos sacamos los datos, aplicamos la fórmula que los relacione, si es necesario 
despejamos, sustituimos letras por sus valores y efectuamos operaciones. 


a) as =an=x; n=4; => ay =16; + an=a3 rr"! +» as =a,-.r?; 
Ba4 =16( >) = 16: + =9 3 da =2 | Resp. a) as = 2 
n-1 3 | 

e á E 

Dr=x;n=4; 391 =3; an = 81; + a =a 0) ys re pa - S - 
1 
=%9 27 =3 + r=3 | Resp. b) r=3 
Cc) 5: 3: El . E m. 
MAS - e Como es una progresión geométrica, calculamos la razón divi 


diendo cualquier término entre el inmediato anterior; 


3 E. A Resp. cl 
A E E (Mosa. c) =$ 


C) Resolver cada uno de los siguientes problemas de progresiones geométricas. 





a) El cuarto término de una progresión geométrica es igual a 2 y la razón es - 1/2, calcular el 
valor del séptimo término. 


b) El séptimo término de una progresión geométrica es igual a 1/8 y la razón vale 1/2; calcular 
el tercer termino, 


Cc) Calcular la razón de una progresión geométrica, sabiendo que el tercer término vale 9 y el 
quinto vale 100. 


d) En una progresión geométrica az = 2 y as = 1/2; hallar as 


e) En una progresión geométrica se cumple que el tercer término más el quinto suman 5 y el 
cuarto más el sexto suman 10; hallar la razón. 





Como nos dan dos términos cualquiera, los relacionamos entre sí, teniendo en cuenta que el 
exponente de la razón es igual a la diferencia entre los subíndices de los términos que estamos 


relacionando. 


a) as =2; r=-—h; ay =x + ay =aq41* 3 ay =as 5” =2>(-+) = 
=2-$) =-+ + a =-+ | Resp. a) a7 =-h 
b) az = + =+:.83 =x > ad =a31?"? =a, 51 > az $ 
ED di 
a3 EE + a3=2 | Resp. b) ag =2 
2)- 16 


Y : | | 5-3 = 
Cc)jr=xXx; dz =9; as = 100 + as =ax3:r + as = az 1? + Tr <= $ 
23 


100 _ 10 


_|100 _ 10 _ 10 | _10 
= gy AN Resp. Cc) Tr =-3 


d) ay; az; d3; d4; As; Ae; A7; As 
1 Xx 
2 


Con az y as calculamos r y después con cualquiera de estos dos términos y r calculamos ag. 





Cálculo de 3g > Ag =A5: 5" = (2 y e > «== 


ejazt+tas =5 y d4+ag =10 5r=!f 


Nos dan dos ecuaciones con cuatro incógnitas, por lo tanto, tenemos que hacer las transfor- 
maciones necesarias para llegar a un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, lo cual 
conseguimos escribiendo cada término en función de a, yde r. 

as =a4-1?; as =a 1% ay =a4 0; ag =a4 01M 


Estos valores los sustituimos en las ecuaciones dadas y resolvemos el sistema de dos ecuaciones 
con dos incógnitas que nos resulta; 


ta =5 3 ay rita ri =5 > ay «12(1+r?) =5 3 (A) 


astas =10 » aj:+a¡ ? =10 5 ay-15(1+r2) =10 >» (B) 
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Ahora resolvemos el sistema formado por (A) y (B) dividiendo miembro a miembro las dos 
ecuaciones. 


Br, ri 10 | 
ak * r=42 | Resp.e)r =2 





Dj) Resolver cada uno de los siguientes problemas de progresiones geométricas. 


a) Calcular el término central de una progresión geométrica que empieza en í2 y termina en 
2001 2. 

b) Calcular el primer término de una progresión geométrica sabiendo que termina en 120 y 
que su término central vale 1/2, 

c) Calcular la suma de los términos de una progresión geométrica de razón 1/2, que empieza 
en 2/5 y termina en 50. 

d) Calcular el último término de una progresión geométrica de razón —2, que empieza en 1/20 
y su suma vale 100. 

e) La suma de los términos de una progresión geométrica, que empieza en 2 y la razón es 3, 
vale 80; calcular el número de términos. 


f) Calcular el producto de los cuatro primeros términos de una progresión geométrica que 
empieza en 1/2 y termina en 100. 





En todos los casos sacamos los datos, aplicamos la fórmula que los relaciones, si es necesario 
despejamos, sustituimos las letras por sus valores y finalmente efectuamos operaciones, 


a)ac =x; aj =42; an = 20012; >» aj =Va,-an =412-200/2 = 
=y400 =20 > a, =20 | Resp. a) ac = 20 








y? 
bas =x; ¿n = 120; da= +: + 3 =N31-An + a; iS 
6d: ME ? 
= “120 “120” 380 * * = 2380 | ñesp. D) as =355 
50 >-É 
A JE: a Ss mn _ Bn 10 Y 2 D - 
)Ss=Xx1= 37:81 = 5: An = 50 Ni DE - 
2 
2 5-2 120=2 123 
= ARE - PERA: > <> Sd _ 246 
1=Z AO Id. E > 25 
2 2 2 








d) an =x; r=-2; a = 50 s=100 > s= 22 
Odi—=2-Ma E 1  -6000+1 
a Strtar _ 1007729 _7300%7G 7720 _s5999 _ _ 599 
n — r .—. =2 NE =39 — 2 = 40 án = 20 





| Resp. d) an = Qs 


ay (r? -1) 


e) a4 =2; r=3; S =80; n=x »+ S= 7 


En este caso podemos observar que la mn es un exponente, por lo tanto, es una ecuación 
exponencial, que generalmente se resuelve "aplicando logaritmos. 


En la fórmula de la suma sustituimos las letras por sus valores y efectuamos operaciones. 


ay (r”" -1 213" 1) 
sa + Pal 3 80=3-1 >» Y =81=3% + No »n=4 


r 3-1 
| Resp. el n=4 
f P=xin=4;a1 = 7; ap=100 + P =|ta-an)" = (+ -100)* = 
=1(50)* =50? =2500 > P =2500 | Resp. A P =2500 


EJERCICIO No (38) 
Aj Resolver cada uno de los siguientes problemas de progresiones geométricas. 
(1) ay =3 y r =2, formar la progresión; 
(2) Calcular el cuarto término de una progresión geométrica de razón 1/3 que empieza en 27; 


(3) Calcular la razón de una progresión geométrica de cuatro términos que empieza en 4 y termina 
en 108. 


(4) El cuarto término de una progresión geométrica es igual a 1 y la razón igual a 1/3, calcular el 
valor del sexto término. 


(5) El sexto término de una progresión geométrica vale 25/8 y la razón 1/2, calcular el valor del 
segundo término. 


(6) Calcular la razón de una progresión geométrica sabiendo que el quinto termino vale 200 y el 
segundo 25, 


(7) En una progresión geométrica as = 80 y az = 5, calcular as 
(8) En una progresión geométrica se cumple que el tercer término más el quinto suman 160 y que 


el cuarto más el sexto suman 80; hallar la razón. 
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8) Resolver cada uno de los siguientes problemas de progresiones geométricas. 


(9) Calcular el término central de una progresión geométrica que empieza en (3 y términa en 


1213; 


(10) Calcular el primer término de una progresión geométrica sabiendo que termina en 1/8 y que su 
término central vale 1/2. 


(11) En una progresión geométrica; az = 1/3 y as =39; hallar as; 


(12) Calcular la surna de los términos de una progresión geométrica de razón 1/3, que empieza en 
20/3 y termina en 10. 


(13) Calcular el último término de una prograsión geométrica de razón 3 que empieza en 2 y su 
suma vale 200. 


(14) En una progresión geométrica se cumple: ay =4; r = + y n =3, calcular S. 


(15) La suma de los términos de una progresión geométrica que empieza en 400 y la razón es 1/2 
vale 700; calcular el número de términos. 


(16) Calcular el producto de los 6 términos de una progresión geométrica que empieza en 1/2 y 
termina en 4/3. 


(17) Calcular el último término de una progresión geométrica de 6 términos, que empieza en 4 y su 
producto es igual a 125. 





(18) Formar una progresión geométrica de razón | 2 que empiece en -4; 
(19) Formar una progresión geométrica de razón 0,2 que empiece en 25: 
(20) Formar una progresión geométrica de razón a/b que empiece en ab; 


(21) Calcular el último término de una progresión geométrica de 5 términos que empieza en 1/16 y 
la razón es 2. 


(22) Calcular la razón de una progresión geométrica de 4 términos que empieza en 108 y termina 
en 2916. 


(23) Calcular el valor de x en la siguiente progresión geométrica: x; x+3: x+15B:... 
(24) En una progresión geométrica se conocen á4 = 1/2 y a =4; hallar la razón: 


(25) En una progresión geométrica se conocen as =2 y ag =16; hallar ajo; 


(26) En una progresión geométrica se cumple: a, taz =6 y asta = 24; hallar r 
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(2.7) Calcular el primer término de una progresión geométrica sabiendo que: 
ag+a =4 y que aás:aj =3 


(28) Se tienen cuatro números en progresión geométrica que cumplen las siguientes condiciones: 


arta» =6 y azt+as = 24; hallarlos 


(29) Determinar tres números que están en progresión geométrica sabiendo que: 
a, :d2"d3 =1/8 y que aj+aj = 5/4 


(30) Los ángulos de un cuadrilátero forman progresión geométrica y el último es nueve veces el 
segundo; hallar el valor de los ángulos. 


(31) Calcular el término central de una progresión geométrica que empieza en 8 y termina en 200; 


(32) El término central de una progresión geométrica es igual a 40 y el último vale 4004 2, hallar el 
primero; 


(33) Calcular el producto de los 10 primeros términos de una progresión geométrica cuyo primer 
término vale 7 y el último 700. 


(34) Calcular el último término de una progresión geométrica de 4 términos cuyo primer término es 
igual a 100 y su producto 10000. 


(35) Calcular la suma de los términos de una progresión geométrica de razón 1/3 sabiendo que 
empieza en 2/£ y termina en 300. 


(36) Calcular el último término de una progresión geométrica de razón -2/5 que empieza en 200 y 
su suma vale 500/3: 


(37) Calcular el primer término de una progresión geométrica de razón | 2 sabiendo que su suma 
vale 104 2 y que termina en 512; 


(38) Calcular la razón de una progresión geométrica cuya suma vale 10043, empieza en 10/3 y 
termina en 9043; 


(39) Calcular la suma de los 5 primeros términos de una progresión geométrica de razón 1/2 
sabiendo que empieza en 16; 


(40) Calcular la suma de los 6 primeros términos de una progresión geométrica de razón 2/3 
sabiendo que el último término vale 400 ; 


(41) Calcular la suma delos 5 primeros términos de una progresión geométrica cuyo primer 
término vale 12 y el último 192; 


(42) Calcular el producto de los 4 términos de una progresión geométrica de razón 2 sabiendo que 
empieza en 3/16; 


(43) Calcular el producto de los 4 términos de una progresión geométrica de razón 3 que empieza en 
81/4; 
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(44) Calcular el producto de los términos de una progresión geométrica cuya suma vale 35, el 
primer término vale 5 y la razón 2; 


(45) Calcular el producto de los términos de una progresión geométrica que termina en 9, la razón 
es 3 y la suma 364/27 ; 


(46) Calcular la suma de los 10 primeros términos de una progresión geométrica cuyo producto 
vale 2719, sabiendo que el primer termino vale 1/64; 


(47) Calcular la suma de los 4 primeros términos de una progresión geométrica, cuyo producto vale 
1/100 y el último término vale 10; 


(42) Calcular la suma de los 5 primeros términos de la siguiente progresión geométrica: 6; 12; 24; 
(49) Calcular la suma de las 10 primeras potencias de 2; 


(50) Calcular la suma de los 10 primeros términos de una progresión gevumétrica,en la cual se 
conocen a4 =3 y ay =81; 


(51) En una progresión geométrica se cumple: a2:a4 =8 y ag:ag = 128; hallar Sy 


(52) Calcular 3 números que están en progresión geométrica sabiendo que su suma vale 7/2 y la 
diferencia entre el último y el primero es igual a 3/2; 


(53) Hallar 3 números en progresión geométrica sabiendo que su suma vale 7 y su producto 8; 


(54) Determinar los 7 primeros términos de una progresión geométrica sabiendo que los 3 primeros 
suman 26 y los 3 últimos 2106, 


RESPUESTAS 





(133; 6: 12, 24,... (2)8,=1; (3)r =3; (4) as = $: 


(5) a, =50; (6) r =3, (7) ag =320, (8) r =2; (9) a. = 6: 


(10) a, =2; (11) as =243; (12) S =10; (13) n= 


| a a Jo 
(1415 =7; (15)n=3, (16) P =>>; 
(17) dp = >: (18) -4; -4(Z, -8; -8/Z; -16; ... 
a y 


4 
19) 25: 5, 1; 0,2; 0,04; ... (20) ab; a?; a 
p? 


1; (22) r =3; (23) x=1; (24) r =2; (25) ajo = 64; 


(21) an 


(26) r =42; (27) a, = + y ai =27; (28) -6; 12; —24; 48; 


3 





(29) —; +; 1; (30) 99 27% 81% 243% (31)a. =40, 
(32) a, = 2/2: (33) P =49005; (34)as=1: (35)S = - E, 
(36) a, = 39; (37) a, =-10+10/2; (38)r =9; (39)S =31, 
_ 16625. z : a _ 59049. 
(4015 = 5%; (41)S =372; (42)an = $; (43)P =%28. 
a . Dd y — 1023. ¿a e da e 
(44) P =1000; (45)P =>5; (468 =162; (as = 1, 
(48) S = 186; (49) S =2046; (50) Sio = a 
a ml ii. E. 0 28 
(51) Ss =7/2+6: (52) 112 A 


(53) 1; 2; 4 y 4; 2; 1; (54) 2; 6; 18:54 162: 486: 1458 


| interpolación 


interpolación aritmética.- Dados dos números a y b,se llama interpolar n elementos entre ellos 
a formar una progresión aritmética cuyo primer término es a el último b y el número de términos 
n+2. 


El problema consiste en calcular la razón y después formar la progresión. 
A los términos que forman la progresión se les llama medios aritméticos o medios diferenciales. 
li lit lt a idilio db 


interpolación geométrica.— Igual que en la interpolación aritmética, aquí entre dos números a y b 
se interpolan m elementos, es decir, se forma una progresión geométrica que empiece en a, termine 
en b y tenga n+2 elementos. 


Para formar la progresión hay que calcular la razón, y en este caso a los términos que forman la 
progresión se les llama medios geométricos o medios proporcionales. 


EJEMPLOS iaa 


A) Interpolar 4 medios aritméticos entre los números 5 y 20 


A A 


Tenemos que formar una progresión aritmética que empiece en 5, termine en 20 y tenga 4+2 =56 
términos 


a] 5 
: an-9; _20-=5 _ 15 
á=20 | an =a+in—- Ur >» "PAE +39 1=3 
Ns R 3 
Pl Resp. r= 
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Ahora calculamos los términos que forman la progresión. 
a, =5, a, =8,+r =5+3=8 » a, =8, ay =3a,+r =8+3 =11 + a, =11 
84 = 8 + =11+3 =14 >» a, = 14, ag =a,¿Tr =14+3 =17 + az =1/ 


ds =3s +r =17+3 =20 + as = 20 | Resp. 5, 3, 11, 14, 17, 20 





E) Interpolar 4 medios geométricos entre 2 y 64 





Igual que el caso anterior tenemos que formar una progresión geométrica que empiece en 2, 
termine en 64 y tenga 4+2 = 6 términos. 


aj =2 

a n-1!|g 5 = 5 

án = 64 ay = 293" > y. [o - (A sjuz [25 =2 + 1-2 
n= i 


a | Resp.r =2 


Ahora calculamos los términos que forman la progresión: 
a, =2, a, =3,* =2:2=4 +4, =4, dy =43,'1 =4:2=83u,=8 
Ba = ay" =8-2=16 » A = 16, as =3a,¿" = 16:2 =32 >» 3y = 32 


dg =as:r =32:2 = 64 3 as = 64 Resp. 2, 4, 8, 16, 32, 64 


EJERCICIO No (39) 
(1) Interpolar 5 medios aritméticos entre los números 2 y 25 
(2) Interpolar 4 medios diferenciales entre -2 y 1/3 
(3) Interpolar 3 medios diferenciales entre Y2 y 13 
1 


(4) Interpolar 2 medios diferenciales entre 227 Y 35 


(5) Interpolar 3 medios aritméticos entre a10 y a1s de una progresión aritmética sabiendo que 
as =17 y a13 = 33 


(6) Interpolar 3 medios geométricos entre 6 y 1536 


(7) interpolar 6 medios geométricos entre -64 y 1/2 


(8) Interpolar 5 medios proporcionales entre 13 y 273 
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(9) Interpolar 4 medios proporcionales entre (3 y 416 
(10) Interpolar 4 medios proporcionales entre 0,96 y 0,03 


(11) Interpolar 3 medios proporcionales entre a/b y a-b. 


RESPUESTAS 

(1) 2; 6 F 3 r 5 3 " 6 i 25; 
. _23, _16, _ 3, O 
(2) =2) 78 275 "5775 77? 


e: + 
ca (7, ALAS, ABLAR, (3 


(41 35" ZMatb la-b): ZMa+rb) (a-D): atb" 
65) 27; 29: 32: 2%. 37: (6) 6; -24; 96; -834; 1536; 


2 2' 
7) =047) 327 165 8; =A: 25 —U +: 
(8) (3: 3: 343; 9; 9/3: 27; 2713: 
(9) 43: 16; 243; 2/6; 4/3; 416; 
(10) 0,96; 0,48; 0,24; 0,12; 0,06; 0,03; 


(11) E alb. a; aVb; ab 
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Angulo.— Se denomina ángulo de dos semirrectas de origen común al giro que hay que efectuar para 
llevar una semirrecta sobre la otra. 


Las semirrectas se llaman /ados y el origen común vértice. 

Radian.- Es el ángulo central de una circunferencia cuyo arco 
correspondiente tiene la longitud de un radio 

Un radian equivale a + 57,2957% = 57% 17" 44” 








Medida de los ángulos.- Para medir la amplitud de un ángulo se usan tres tipos de medidas; los 
grados sexagesimales, los radianes y los grados centesimales. 


Medida sexagesimal + 46% 16" 4” + 46 grados, 16 minutos 4 segundos 
Medida en radianes » 1,26 rad 
Medida centesimal + 26% 167" 14% >» 26grados, 16 minutos, 14 segundos 





Relaciones entre las medidas de los ángulos 


Ñ 


2n rad = 360%; nrad = 1800; yl rad = 90%; etc 


Un ángulo recto mide 90%, que equivale a 1009. 
Un grado equivale 60” y a 100" 
Trad =57,2957 = 570 17" 44” 


| Clases de ángulos 


Angulo nulo > Esel que mide 0% 

Angulo llano + Esel que mide 180% 

Angulo recto + Esel que mide 90% 

Angulo agudo -+ Es el que mide menos de 90% 
Angulo obtuso + Es el que mide más de 90% 
Angulos complementarios + Son los que suman 90% 
Angulos suplementarios + Son los que suman 180* 


_ akí 


Angulo nulo Angulo llano Angulo recto Angulo agudo Angulo obtuso 
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Angulos opuestos por el vértice.— Son aquellos que tienen el mismo vértice y los lados de uno de 
ellos son las semirrectas opuestas al otro. 


Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes, es decir, tienen la misma medida. 


Angulos CONSOCUUIVOS.— Dos o más ángulos son consecutivos cuando tienen el mismo vértice y un 
lado común pero no se superponen. 


Angulos adyacentes.- Dos ángulos son adyacentes cuando siendo consecutivos sus lados no comunes 
forman un ángulo llano. 





Angulos opuestos por el vértice Angulos consecutivos Angulos adyacentes 


Angulo en el centro.— Es todo ángulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia, y cuya medida es 
el arco de la circunferencia comprendido entre sus lados. 


Angulo inscrito. Es todo ángulo cuyo vértice está en la circunferencia y su medida es la mitad del 
arco de la circunferencia comprendido entre sus lados. 


Angulos internos de un triángulo.-— Son los ángulos formados por cada dos lados consecutivos. 
La suma de los ángulos internos de cualquier triángulo es igual a 1800. 


Angulos externos de un triángulo.—- Son los ángulos formados por cada lado y la prolongación del 
otro consecutivo. 
La suma de los ángulos externos de cualquier triángulo es igual a 360%. 


También se cumple que: 


| Un ángulo externo es igual a la suma de dos ángulos 


internos no consecutivos 





Angulo en el centro Angulo inscrito Anguios internos 


XAFXAB+XAC=18B00  qd+f8+ y = 3600 


=:3108 — 





Clasificación de los triángulos 
Según sus lados los triángulos se clasifican en equiláteros isósceles y escalenos. 


Triángulo equilátero es el que tiene todos los lados congruentes. 
Triángulo isósceles es el que tiene dos lados congruentes. 
Triángulo escaleno es el que no tiene lados congruentes 


AA LY 


Equilátero Isósceles Escaleno 


Según sus ángulos los triángulos se clasifican en rectángulos acutángulos y obtusángulos 


Triángulo rectángulo es el que tiene un ángulo recto, 
Los lados adyacentes al ángulo recto se llaman catetos y el lado opuesto al ángulo recto se llama 
hipotenusa. A 
En todo triángulo rectángulo se cumple el teorema de Pitágoras que dice: 


| La longitud de la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los catetos. 


Triángulo acutángulo es el que tiene los tres ángulos agudos 
Triángulo obtusángulo es el que tiene un ángulo obtuso. 


EJEMPLOS | 





A) Con ayuda de una calculadora transformar a radianes cada uno de los siguientes ángulos 


a) 160%: b) 40% c) 80 35"; d) 130% 48” 





Respuesta. a) 16% =0,2792rad; b) 40% =0,6981 rad; 
c) 800 35 = 80, 5833 = 1,4064 rad; 0) 130" 48” = 130,8% = 2,2828 rad 





B) Con a de una calculadora ranstormar a grados sexa gasimalos cada uno de los 
siguientes ángulos. 
a) 0,523 rad, b) 2,618 rad ; c) 1,919 rad 


Respuesta. a) 0,523 rad = 29,9656" = 29% 57" 56"; 
bj 2,618 rad = 150% c) 1,919 rad = 109,9550% = 1091 570 18" 
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Razones trigonométricas en un triángulo rectángulo 


Como en un triángulo hay lados y ángulos cuyas medidas son 
diferentes, con el objeto de poder relacionar los ángulos con las 
longitudes o viceversa, definimos las razones trigonométricas de 
seno, coseno, tangente, así como sus inversas, cosecante 
secante y cotangente. 


Las razones trigonométricas de un ángulo agudo de un triángulo 


rectángulo se definen así: 


Sen al _Cateto opuesto al xd 5 Sá = 20 
AC 





Hipotenusa 
úl C d AB 
ateto adyacente al x q AB 
Cos a Hipotenusa Cos al AB 





_ Cateto opuesto - 50 
tga Cateto adyacente o AC 


Dividiendo el seno entre el coseno del mismo ángulo se obtiene la tangente 





- Sena 

tga = Cosa 
La razón inversa del seno se llama cosecante 

1 | a. 
cosecante de q = Sd + Se anota Cscd = 22 
La razón inversa del coseno se llama secante 
| PE] A 
Secante de Y = Cosa + Seanota >» Secd = Cad 


La razón inversa de la tangente se llama cotangente. 


y Pa | e 1 
cotangente de Y = 9d + Seanota + Ctgd = tg a 





Cuando los ángulos agudos son distintos de 30%, 60% y 450 sus funciones trigonométricas se 


calculan con ayuda de una calculadora. 
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Aj Calcular el valor de las razones trigonométricas de los ángulos que se indican. 
a) Sen 25% = 0,4226; hb) Sen 4,6% = 0,0801; 
c) Sen 0,27 rad =0,2667;  d) Cos 16% 20” = 0,9596; 
e) Cos 1,26% =0,999; f) Co = = 0,2225; 
g) tg 25% 16* 32" =0,4721; h)tg 0,254 = 0,0044; 


il to - = 0,4815 





B) Calcular el ángulo correspondiente a cada una de las siguientes razones trigonométricas 


a) Sen a = 0,4629; b)Cos f/f =0,0875; c)tg y = 1,268 1 





Con ayuda de una calculadora se obtienen las siguientes soluciones. 
aja =270 34! 27" =27,5743% =0,4812 rad; 
D) O = 841 58” 48" = 84,980 1% = 1,4831 rad; 
Cc) y = 51%44'28" =51,7413% = 0,9030 rad 





Resolución de triángulos rectángulos 


Resolver un triángulo rectángulo significa calcular el valor de sus ángulos, de sus lados, de su área 
etc, aunque en la práctica solamente se calcula alguno de sus elementos. 


En general, para resolver un triángulo rectángulo nos apoyamos en las definiciones de seno, coseno 


o tangente, y los valores de las funciones trigomométricas los determinamos con ayuda de una 
calculadora. 





Ejemplo a) El triángulo de la figura adjunta es rectángulo en B y se 
conocen: AC = 50m y d = 40920". Calcular los lados AB y BC 


En el triángulo dado aplicamos la definición de la función trigonométrica 
que nos sea útil, si es necesario despejamos, sustituimos los valores y 
efectuamos operaciones. 





Cálculo de ec > Sena =*20R , Sena =3£ 3 80 =xt-Sona: 


3139 - 


para Ac =50m y ad= 40% 20” 3 806 = 50m-Sen 40% 20” = 50m-0,6472 = 32,36m 


Cálculo de AB >» Cos a = “2at ady - Cosa =% + AB =AC=-Cosd 
para Ac =50m y d =400 20” 3 48 =50m>-»Cos 40% 20” = 50m-0,7622 = 38,11m 
Resp. AB = 38,11m 


Ejemplo b) Calcular el valor de KE en la figura adjunta sabiendo que: 
xa = 50% 10, x 8 =300 30” y ED = 10m 





1 


> 





Podemos observar que en la figura hay dos triángulos rectángulos y 
que la distancia Ac es igual a la suma de dos catetos de estos 
triángulos, por lo tanto, la resolución del problema depende de cómo 
resolvamos los pasos intermedios. 

En el triángulo ABD calculamos AD y en el triángulo BDC calculamos 5T, 
pues la suma de estos dos catetos es ¡igual al lado AC. 





SP A o 





OM 
D 


Cálculo de AD | __Lat_op | _ 0 — __BD 
+ ga Cat ady + tya AD A 


para BD =10m y ad =50010* >» 10 =—_—__—— = —_— =8.34m 





Cálculo de DC + tgp==252B >», egqp= 2 . pi 2D. 


parabo = 10m y f6=30% 30' >» de = — 1 AL 16,97 im 


Cálculo de AC— > ZE =AD+0C = 8,34+ 16,97 = 25,31 
| Resp. AG =25,31m 


Ejemplo €) Calcular el área del triángulo de la figura sabiendo que : 
da = 20% 40”; f| = 40% 30" y Ec = 100m 





El triángulo que nos dan no es rectángulo, por lo tanto, no podemos 
aplicar las definiciones de las funciones trigonométricas. 

En el triángulo dibujamos la altura 80 para obtener dos triángulos 
rectángulos ABD y BDC. 

El área del triángulo ABC es igual al producto de la base por la altura 
dividido por 2. 
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Ahora tenemos que calcular AT = AD+0C y £D apoyándonos en las definiciones 
trigonométricas de los ángulos d y f. 


Cálculo de Bb > sen p = E + snp=L , 5 


para st =100m y fB| =40730" + 85 = 100m-Sen 40% 30” = 100m-0,6494 = 64,94 m 


Cálculo de Bt cos p = 219 + Cosf == » bc =80:Cos P; 


para EG =100m y PB =400 30" + DE = 100m-Cos 401 30” = 100m-0,7604 = 76,04 m 





! m5 - Cat op_ A 
Cálculo de AD 3 tgd = a? tga= 5 > A e 
para 8D =64, 94m y d =200 40" =>» AD 64,94 64,94 





Cálculo de KE + Ac =AD+5€ =172,16m*+76,04m = 248,2m 


| Resp. Ac = 248,2 m 


Cálculo del área =>» Area Dase: altura + pr 


2. = 248,2mx64,94m 
para Ac =248,2m y BD =64394m + Á po 





= 8059,05 m? 
| Resp. Area = 8059,05m* 





- Ejemplo d) Calcular el valor del segmento AD de la figura adjunta sin 
utilizar la calculadora. 





En la figura podemos ver que AD no es ni cateto ni hipotenusa, por lo 
tanto, no se puede calcular directamente. 


Tenemos que AD =AC8=-0€ que sí son catetos. 





También podemos observar que el segmento 8c es el cateto común a 
los dos triangulos.rectángulos 
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Cálculo de 3 + Sen 30% = 21 Ce =$ » BC =AB -Sen 30% 


L 


para AB =150m y Sen 30 =— +55= 150m- + = 75m 


Cálculo de RE + Cos 300 = 29 == + AC =AB-Cos 300; 


para AB = 150m y Cos 30% 13 » Ó = 150m LE = 753m 





2 
| Resp.XT =75/3m 
| De 00 - Cat op 20 DOC == 8c . 
Cálculo de dE + tg 60 e ady DE + DC ty 600* 


para EC =75m y tg 60% =/3 a se - 28.4 1303 - 253 


Cálculo de D_ + AD =XA0-DC = 7513-2543 = 503m 


| Resp. AD = 5013 m 





Aplicaciones en la resolución de triángulos rectángulos 


En la vida real se aplican los conocimientos de la resolución de triángulos rectángulos para calcular 


distancias que sería muy difícil de medir directamente, como por ejemplo, la altura de una montaña, el 
ancho de un río, etc. 


Con unos aparatos llamados teodolitos se pueden medir ángulos, y con éstos y distancias fáciles de 
medir se forman triángulos, en los cuales calculamos la o las distancias que deseamos. 


Angulo de elevación.- Es el ángulo formado por una visual horizontal y otra dirigida desde el mismo 
punto hacia arriba. 


Angulo de depresión.- Es el ángulo formado por una visual horizontal y otra desde el mismo punto 
hacia abajo. 





d = Angulo de elevación f = Angulo de depresión 


Le 


Para resolver los problemas es necesario hacer un dibujo en el que aparezca un triangulo y en él 
situar los datos y las incógnitas. 





Ejemplo el Cafcular la altura de un edificio, si un observador situado a 30m de él ve la parte 
superior del mismo con un ángulo de elevación de 30% 





Hacemos un dibujo según nos indica el enunciado, y en él aplicamos los 
métodos para resolver triángulos rectángulos. 


tg 300 = 2 e oy > tg 300 = 


x = 300-tg 300 = 30018 = 1003 = 100-1,732 = 173,2m 





¡ Resp. Altura = 173,2m 


Ejemplo f) Desde la terraza de un edificio de 60m de altura se ve la acera de enfrente con 
un ángulo de depresión de 60%. Calcular la anchura de la calle. 








Igual que en el caso anterior hacemos un dibujo según nos indica el 
enunciado y en él aplicamos los métodos para resolver triángulos 


co | rectángulos. 
tg 30% = e > tg 30" = ¿7 


x =60-tg 30% = 6013 = 2013 = 20:1,732 = 34,64m 





' Resp. Anchura de la calle = 34,64m 


Resolución general de triángulos 





Hasta ahora hemos visto que cuando un triángulo no es rectángulo trazamos la altura corres— 
pondiente a uno de los vértices, con lo cual se forman dos triángulos rectángulos, para así aplicar las 
definiciones trigonométricas en la resolución del problema. 


Ahora vamos a simplificar los cálculos aplicando la ley de los senos y la ley de los cosenos. 


Ley de los senos 


Los lados de un triángulo son proporcionales a los senos de los ángulos 
opuestos. 
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Ley de los cosenos.- En un triángulo cualquiera, el cuadrado de uno de sus lados es igual a la suma 
de los cuadrados de los otros dos, menos el doble del producto de ellos por el coseno del ángulo que 
forman. 


2 =b* +c0?*-2bc- CHA 
e = a? +0?*—2ac-Cos B 


c? =a? +b?-2ab-Cos C 





Ejemplo a) En la figura adjunta se conocen: x A =80% 20"; xB =50% 10” y a = 60m, hallar b 





Como el triángulo es oblicuángulo y conocemos un lado y su ángulo 
opuesto aplicamos la ley de los senos 


nn Ss STE ARA 


SenÁ Sen B Sen C 





De las tres razones tomamos dos en cada cálculo teniendo en cuenta que siempre tenemos que 
conocer tres de los cuatro datos que formen cada igualdad 








1 A EA 7: ! = - = 200 " = 0 , 
Cálculo deb > Sen A 36m a: Para a 60m, XA =80" 20” y x8B =50% 10 
O > » p=2Sen B _60-Sen 50% 10 _ 
Sen A “Sen B  _SenA Sen 80% 20' 
_60:0,7679 _ | Ñ 
== 0858 ” 46,73 » b =46,73m | Resp. b =46,73m 





Ejemplo bj) En la figura adjunta se cumple: Xx A = 40% 30"; a = 52m y c = - 25m, calcular la 
amplitud de los ángulos B y C. 





Igual que en el caso anterior, como es un triángulo oblicuángulo y 
conocemos un lado y su ángulo opuesto aplicamos la ley de los senos 


Sen A Sen B Sen C 





o 


a 
En este caso utilizamos las razones donde aparezcan los datos yc Sn A “Sn € 





Cálculo del x € >» de E c; para a = 52m; c =25m y xA = 401 30' 


Ú A 
a __.£ A EN es 20 - LEE 0,3122 


SenA  SenC A 
Resp Sen C =0,3122 


Ahora razonamos así: El ángulo C puede estar en el primero o en el segundo cuadrante, porque un 
ángulo obtuso en el segundo cuadrante tiene el mismo valor y signo, para el seno, que el ángulo agudo 
correspondiente del primer cuadrante, así que para solucionar el problema aplicamos la siguiente 
propiedad. 
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En cualquier triángulo, a mayor lado corresponde mayor ángulo opuesto. 


Por lo tanto, como a =52m y c = 25m, el ángulo A es mayor que el ángulo C, y como X Á es 
agudo xX C también lo es, por lo tanto: 


Sen C =0,3122 > xC =180 111 | Resp. XC = 180 11- 


Para calcular el valor de x B podemos repetir los cálculos anteriores pero resulta menos laborioso 
aplicar la propiedad de que, /a suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a 180% , por lo 
tanto: 


XA+FXB+XC =180% para XA =400 30" yxC =180 11* >» 400 30" +x B+180 117 = 1800 


| Resp. XB = 31210 19* 


Ejemplo Cc) En la figura adjunta se cumple: b =50m: « = 30m; y XA = 60% 20"; calcular a 





PA A —_—_—— E 2 


También es un triángulo oblicuángulo pero no conocemos un lado y su 
ángulo opuesto, por lo tanto, no podemos aplicar la ley de los senos, así 
que aplicamos la ley de los cosenos: , utilizando la fórmula que nos 
indiquen los datos. 





Cálculo dea + a* =b*%+c*-2bc-CosA: para b=50m, ec =30m y xA =600 20* 
a? = (50)? +(30)? -2(50)(30) «Cos 60% 20” = 2500+900-2-50-30-0,4949 = 19152 
a? =1915,3 + a =/1915,3 =43,76 » a =43.76 | Resp. a = 43,76m 


Ejemplo d) En la figura adjunta se cumple: a =10m, b =28m y c = 30m, calcular x B 





Aquí tampoco conocemos un lado y su ángulo opuesto, por lo tanto, 
aplicamos la ley de los cosenos, utilizando la fórmula que nos indiquen 
los datos 





. > y? +(*-p? 
Cálculo dex B =+ b* =a?+c*-2ac:CosB >» CosB A 


_10+30*-28%2 218. 5 e 
== 72030  “e0”=036 + CosB =0,36 + xB =680 53 


| Resp. xB = 680 53* 
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EJERCICIO No (40) 
Aj Transformar a radianes cada uno de los siguientes ángulos 
(1) 22% (2) 56% (3) 86% 16; (4) 1450 36" 42" 
B) Transformar a grados sexagesimales los siguientes ángulos dados en radianes 


(5) 0,42 rad; (6) 1,64 rad; (7) E rad; (8) “rad 


C) Calcular el valor de las razones trigonométricas de los ángulos que se indican a 
continuación. 


(9) Sen 42%; (10) Sen 16,48%; (11) Sen 0,43 rad, (12) Cos 16% 20: (13) Cos 25, 18%; 


(14) Cos rad; (15) tg 43% 16 42"; (16) tg 23,83%; (17) tg 75 rad 


D) Calcular el valor del ángulo agudo correspondiente a cada una de las siguientes razones 
trigonométricas. 


(18) Sen x =0,1784; (19) Cosx =0,0174, (20) tg x = 1,0853: 
(21) Sen x = 0,03; (22) Cos x =0,54: (23) tg x = 2,5 


E) Calcular el valor de x en cada una de las siguientes figuras: 





(24) 4 (25) e (26) 

dl = 42% 25" a =520 17: A =231 16; 
gc = 26m AB =82m AB = 15,6m 
AC =xX A e AC =x 6 BC =x 





F) Calcular el valor del ángulo a en cada unó de los siguientes triángulos rectángulos: 


(27) | (28) (29) 

AB =16,8m ae =42.6m AB =32,6m 
8c = 25,3 BS = 28,4 m 8Bc =23,9m 
d =x ” o =:x d =x 





A > 


G) Calcular la distancia x en cada una de las siguientes figuras. 


(30) 5 (31) (32) 

al = 46% 35" a = 25% 16' a = 350 16' 
f =58% 42: 8 =42 13 f = 62) 35; 
so =17,86m AB =162m AB =46,8m 
AC =X AC=X DC =x 





—3J4b = 


[33) (34) 

a =15% 16' a = 45% 18' 
B = 360 40" P = 23% 35" 
BO = 142,3m AB = 118,6m 
AD =X Co =x 





H) Calcular lo que se pide en cada una de las siguientes figuras: 







(35) (36) (37) Perímetro del Á BCD =x 
: É »B 

a = 680 16' a = 28% 36' a = 68% 16 V 

P =430 27' 6 = 45% 18' f =38* 42" 

AB =106,8m ac = 100m AB = 148,3m 


Area = x Área =X 





A 


1) Resolver cada uno de los siguientes ejercicios de triángulos con ángulos de 30%, 60% y 450 
sin usar calculadora. 


(38) (39) 


(41) (42) 





A 





(45) 





Area = Banc Area y perímetro AD = BE; BC = 4m 


Perímetro = Aasc del triángulo ABC DE = x 


+ JA 





(43) 


ac = 20cm 


DA = 10 3cm 
d =x 










(50) a (51) 
Bo es bisectriz 4 Ac es mediana 
ac =9cm 


Area de ABC = x 


AD = go = 10cm 





(52) Los ángulos agudos de un triángulo rectángulo están entre sí como 1 es a 2 y, el mayor de los 
catetos mide 15cm: Hallar el perímetro 


(53) Calcular la altura de un edificio si un observador situado a 50m de él ve la parte superior con 
un ángulo de elevación de 60%, 


154) Calcular la anchura de una calle si un observador situado sobre un edificio de 90m de altura, 
ve la acera de enfrente con un ángulo de depresión de 60% 


(55) Desde la ventana de un edificio situada a 10m del suelo se ve el edificio de enfrente de la 
siguiente manera; la parte superior con un ángulo de elevación de 30% y la parte inferior con 
un ángulo de depresión de 45%. Calcular a) La anchura de la calle y b) La altura del edificio. 


(56) Un observador ve la parte superior de una estatua con un ángulo de elevación de 30%, Camina 
10m hacia la estatua y en ese momento ve la parte superior de la misma con un ángulo de 
elevación de 60%. Calcular la altura de la parte superior de la estatua. 


157) Desde un faro de 60m de áltura se ven dos lanchas alineadas con el faro y a un mismo lado de 
éste, con ángulos de depresión de 30% y 60%. Calcular la distancia entre las lanchas. 


(58) Dos barcos A y B observan simultaneamente a un avión que está en el plano vertical de los 


barcos y a la derecha del barco B, con ángulos de elevación de 30% y 45% respectivamente. 
Calcular la altura del avión si la distancia entre los barcos es de 200m. 
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(59) Dos observadores, A y B, están situados en la misma horizontal separados por una distancia 
de 250m. Entre ellos, y en el mismo plano vertical, hay un alobo que A ve con un ángulo de 
elevación de 45" y B con un ángulo de elevación de 60%, Hallar la altura del globo. 


J) Con las notaciones de ángulos y lados del triángulo de la figura 
adjunta resolver los ¡guientes problemas. 





(60) x A =74% 25"; xB =53% 35" y a = 75m; hallar b y c 
(61) xA =530 27; a =45,3m y c =32m:; hallar By C 
(62) b =84m; c =52m y A =72! 16"; hallar a 


(63) a =25m: b =42m; c =58m; hallar B 


RESPUESTAS 





(1) 0,3839; (2)0,9773; (3) 1,5056; (4) 2,541 4; 

(5) 240 03 51”; (6) 93% 57 54"; (7) 36% (8) 102% 51* 26"; 
(9) 0,6691: (10)0,2836; (11)0,4168; (12) 0,9596; 

(13) 0,9049; (14)0,3090; (15)0,9416, (16) 0,4416; 

(17) 0,1989; (18) x = 10! 16' 35" = 10,2765% = 0,1793 rad; 
(19) x = 89% = 1,5533 rad; 

(20) x = 470 20” 23" =47,3397% = 0,8262 rad ; 

(21) x = 10 43' 08" =1,7191% =0,03 rad; 

(22) x = 570 18 58" =57,3163% = 1 rad; 

(23) x = 66% 02” 15" = 66,0375% = 1,1525 rad; (24) 19,19m; 
(25) 64,86m; (26)6,7m; (27) 410 36- 29"; (28) 48% 11* 22"; 
(29) 360 14: 46"; (30) 4c =27,77m; (31) ac = 202,04m; 
(32) 0c =41,92m; (33) 40 =60,75m; (34)co0 =33,68m; 
(35) Area = 7153,31m?; (36) Area = 1770m?; 


(37) Perímetro = 522,86m: (38) x = 50m: y = 50/3m:; 
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(39) 50/2m; (40) 2003m; (41) 50(3m; (42) 100/3m; 


(43) 40 3+1)m; (44) A = 2013+40/2)m?; 





2: (45) A = 90000 ((3-1)m?; 

P =300(12+16+2)m; (46) 4((3-1)m; (47) 20m; (48) a = 60%; 
(49) a =300%; (50) ae =103m; (51) A =81(3cm?; 

(52) P =15(14+(3)cm: (53) h =85,6m; (54) 51,96m; 

(55) Ancho = 10m, Altura = 15,77m; (56) 8,66m:; (57) 69,28m: 
(58) 100/3+1)m =273,2m; (59) h = 125(3-/3) = 185,5m:; 

(60) b = 62,65m:; c =61,35m; (61) xB =88%01'; xC = 34! 34"; 
(62) a =7099,88m; (63) xB = 390 53' 


Relación entre las razones trigonométricas 
de un mismo ángulo 





Aplicando el teorema de Pitágoras en un triángulo rectángulo, y teniendo en cuenta las definiciones 
de las funciones trigonométricas de uno de sus ángulos agudos resultan las siguientes relaciones. 
Sen?td+Cos? a = 1 
1+Ctg? d = Csc? a 
1+tg? a = Sec? d 






Estas tres expresiones se llaman pitagóricas, y son identidades, porque la igualdad se cumple para 
cualquier valor del ángulo «. 


Observación. — (Cos a)? y (Sen a)* los vamos a escribir así: Cos*a y Sen? a, así como las demás 
funciones trigonométricas. 


Según esta notación, debemos distinguir el significado entre las expresiones Sen? a y Sen a? 


Sen? a + Significa que lo que estamos elevando al cuadrado es el Sen a, es decir, un número. 
Sen a? » Significa que lo que estamos elevando al cuadrado es el ángulo al 





Dada una razón trigonométrica de un ángulo calcular las demás 


Significa que conociendo el valor de una de las razones trigonométricas de un ángulo tenemos que 
calcular el valor de las demás, para lo cual utilizamos las definiciones y las identidades pitagóricas. 
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a O AE pa , a, A . 

Cosa” ctgia = tg a' Esca = Sen a ' | os q 
Sen? a+Cos* u = 1 

1+Ctg? a = Cos? a 

14+tg? a = Sec” a 





Ejemplo a) Dado Sen d = 3/5 calcular las otras funciones trigonométricas de dl 


Utilizando las identidades fundamentales calculamos las otras razones trigonométricas. 


| a 2 
Sen? a +Costa =1 + Cosa =y41-Senta; para Send = =— >» Cosd = 1-()+ 


=|1 255 = 135 = |> = + + Cos dd S | Resp. Cos d = z 


- + para Sena = 





3 
5 


Para calcular el valor de las razones trigonométricas inversas simplemente calculamos el valor 
inverso del Seno, Coseno y tangente. 


a _ E, _ 4 — 8, 3 _ 4 
Send = $ + Cscd = 3: Cosd = 7 + Seca = a: 9d > Ctg da = 
a SL. = 8  , _ 4 
Resp. Cosa = 7; tgd =-7; Cscd = -=37; Seca = y; Ctga = -3 





Ejemplo b) Dado Cos dd =0,2, calcular el valor de las demás razones trigonométricas de dl. 





Con el objeto de simplificar los cálculos, transformamos el número decimal en quebrado y después 
realizamos los cálculos en las identidades trigonométricas. 


» Cosa => 


0,2 = - 


2 
10 


Sen? a +Cosóa=1 Sen a =1-Cos?a: para Cos a = E > send =|1-( 5) = 


f,_ 1 _f25-1_[(24 _[4-6 _ 26 | _2A6 
2 5 =| 25 - 2 =| 25 5 | Resp. Sena =3g 
A6 


sa RA o 
t90 =os4 3 = 246 op. tg a =216 
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Las funciones inversas valen: 


sena = 28 + Csca - 516 _516 | Resp. Csc a = 518 


5 Y6 12 
1 
Cosa == + Secd = [_Resp. Sec d = 5 
tga =2/6 + Ctg = 18 16 Resp. Ctg =L 
A6 16 = 
| Resp. Sen dl - AS. tg a = 2/6; Csca - Bs. Sec =5; Ctg a =£ 


Dada una función trigonométrica de un ángulo 
calcular las demás en función de la dada. 





Significa que tenemos que escribir el valor de la función trigonométrica en función de la dada, 
siempre apoyándonos en las identidades fundamentales. 
Vamos a calcular el valor del coseno y de la tangente en función del seno. 


| | toa = Send _ Sena > tgd =Send 
Sen? a+Cos? a = 1 ds Cos dl =)|1-Sen?a Cos a | 3 -Sen?a 1 —Sen?d 


Aplicando este método para las demás funciones nos resulta este cuadro. 














Relación entre arcos y ángulos 
Si el vértice de un ángulo lo tomamos como centro de varias circunte— 
rencias, los lados del ángulo interceptan arcos, ab, a"b”, a"b" etc. 


Si cada uno de estos arcos lo medimos tomando como unidad el radio 
de su circunferencia, comprobaremos que todos los arcos miden lo 
mismo, y esta medida son radianes. 


Apoyándonos en este razonamiento, como d es un ángulo central de 
cada circunferencia, podemos usar el arco como el ángulo central y 
viceversa, o lo que es lo mismo; el mismo número que mide el ángulo al 
en radianes mide la longitud del arco también en radianes. 


Nota.-— El ángulo geométrico siempre se toma en su valor absoluto y el ángulo trigonométrico se toma 
según el sentido de giro, es decir, que puede ser positivo o negativo. 





Circunferencia trigonométrica 





Hemos definido las razones trigonométricas para un ángulo agudo de un 
triángulo rectángulo y ahora vamos a definir estas razones trigono- 
métricas para ángulos de cualquier medida y sentido. 


En un sistema de ejes cartesianos, con centro el origen de coordenadas 
y radio la unidad, trazamos una circunferencia que se llama 
circunferencia trigonométrica. 


Ahora vamos a estudiar las coordenadas de un punto P, que se des- 
plaza sobre la circunferencia partiendo del punto A, y consideramos 
como positivo el sentido contrario al de las agujas del reloj y como 
negativo el sentido de las agujas del reloj. 


En la figura, P está en el primer cuadrante y dl es agudo y positivo. 


Como la hipotenusa or del triángulo rectángulo OPP* vale uno, al relacionar las coordenadas de P 
con las razones trigonométricas de d llegamos a la siguientes conclusiones. 


Sen al =Pr"; el seno de « es igual a la ordenada de P 


Cos a =0pP*; el coseno de a es igual a la abscisa de P 


tg a = _ la tangente de « es igual a la razón entre la ordenada y la abscisa de P 


oP* 





Ahora generalizamos estas conclusiones para cualquier ángulo, de 
cualquier magnitud y de cualquier sentido. 


El seno del ángulo fi] es la ordenada de P 

El coseno del ángulo ff es la abscisa de P 

La tangente del ángulo PB! es el cociente entre la ordenada y 
la abscisa de P. 


La cosecante, la secante y la cotagente son las funciones inversas del 
seno, del coseno y de la tangente, respectivamente. 


De estas definiciones podemos observar que tanto el seno como el coseno no pueden valer más que 
el radio de la circunferencia, es decir, no pueden valer más de uno o meros de uno. 


-1£Senx<1: —1<Cosx< 1 


| Signos de las razones trigonométricas 














El signo del seno y del coseno de un ángulo cualquiera es el mismo que 
el de la ordenada y el de la abscisa del punto extremo del arco, 
considerando como origen la intersección de la circunferencia con el eje 
positivo X, 


El signo de la tangente se obtiene dividiendo el signo del seno entre el 
signo del coseno. 

Las funciones inversas tienen el mismo signo que sus funciones directas 
respectivas. 





| | | 
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Relación de simetría en la circunferencia trigonométrica 


En la figura representamos una circunferencia trigonométrica y en el 
primer cuadrante el punto P,, de coordenadas (a,b). 

El punto P» del segundo cuadrante es simétrico de Py con relación al 
eje Y, por lo cual sus coordenadas son ( —a,b). 

Bl El punto Pa del tercer cuadrante es simétrico de Py con relación al 
Pala,-by centro de coordenadas, por lo cual sus coordenadas son (—a,—b). 

El punto Pa del cuarto cuadrante es simétrico de Py con relación al eje 
X, por lo cual sus coordenadas son (a,—b). 


Pal -a,b] A 


P3[-a, a 


Reducción de ángulos al primer cuadrante 


La relación de simetría de un punto de una circunferencia trigonométrica, nos indica que el valor de 
las razones trigonométricas de un ángulo, en cualquier cuadrante, puede expresarse en función del valor 
de las razones trigonométricas de un ángulo en el primer cuadrante. 


Angulos del segundo cuadrante + 90% <a < 1802 





Sen «a = Sen (18000) 
Cos ad = -Cos (180% —a) 
tg d = —tg (180%—a) 






Ejemplo.— 120% equivale a 180-120" = 601, es decir que las funciones trigonométricas de 120% son las 
mismas que las de 60% pero con los signos del segundo cuadrante. 


En forma general, para hallar las funciones trigonométricas de un ángulo d en el segundo cuadrante, 
se hallan las funciones trigonométricas del ángulo agudo (180%—d) con los signos que las corresponde 
en el segundo cuadrante. 


Angulos del tercer cuadrante + 180% <d < 2700 


Sen d = —-Sen (d—18009) 
Cos d = —Cos (da 1800) 





tga = tg (a—1800) 


Ejemplo. 210% equivale a 210%-180% = 30%, es decir, que las funciones trigonométricas de 2100 
son las mismas que las de 30%, pero con los signos del tercer cuadrante. 


En forma general, para hallar las funciones trigonométricas de un ángulo d en el tercer cuadrante, 


se hallan las funciones trigonométricas del ángulo agudo (a—180%) con los signos que las corresponde 
en el tercer cuadrante. 


3306: — 


Angulos del cuarto cuadrante > 270% <x < 360 


Sen a = —Sen (360% —a) 
Cos d = Cos (360% —a) 





tg dl = —tg (360%—a) 


Ejemplo.- 315% equivale a 360%-3150% = 450, es decir, que las funciones trigonométricas de 3150 
son las mismas que las de 45% pero con los signos del cuarto cuadrante. 


En forma general, para hallar las funciones trigonométricas de un ángulo d en el cuarto cuadrante, 
se hallan las funciones trigonométricas del ángulo agudo (360%—d) con los signos que las corresponde 
en el cuarto cuadrante. 


Angulos mayores de 360%, -— Para determinar las funciones trigonométricas de un ángulo mayor de 
360% lo dividimos entre 360% para determinar el residuo que nos queda, que es el ángulo menor de 360% 
equivalente al dado. 

Hay que tener en cuenta que como lo que estamos buscando es el residuo, no se puede simplificar 
el dividendo y el divisor antes de efectuar la división porque el residuo se altera. 


Por ejemplo, para calcular las funciones trigonométricas de 3750%, este ángulo lo dividimos entre 


3750 |360 Esta división nos indica que 3750% equivale a 10 vueltas más 150%, o lo que 
0150 10 es lo mismo, que las funciones trigonométricas de 3750% son iguales a las 
funciones trigonométricas de 150", 


Angulos negativos. - Para hallar las funciones trigonométricas de un ángulo negativo se transforma a 
positivo restandole de 360% y después se determina a qué cuadrante pertenece, para aplicar las 
propiedades correspondientes. 


Ejemplo; —60% equivale a 360%-60% = 300%, que está en el cuarto cuadrante, es decir, que las 
funciones trigonométricas de —60% son las mismas que las de 300%, pero con los signos del cuarto 
cuadrante. 





Razones trigonométricas de la suma y diferencia de ángulos 





sen (a+6) =Sen a-Cos 6 + Cos a-Sen £ tod+t 
Sen (d—f) =Sen a-Cos $ - Cos d-Sen $ to 1a+Ol => tgh 
Cos (da+f) =Cos d-Cos f - Sen a-Sen B tg (dB) = 908 
Cos (d-f) =Cos a-Cos f + Sen a-Sen $ 1+tga -tg6 





Ejemplo a) Dado Sen a = 1/2 y Cos f = 2/3 calcular: aj Sen (a+B); b) Cos (dB); €) tg (P-a) 





En cada caso aplicamos la fórmula correspondiente y efectuamos los cálculos que sean necesarios. 
a) Cálculo de Sen (da+f) + Sen (d+8) = Sen a: Cos $+Cos q- Sen $ 


En esta fórmula nos falta Cosa y Sen 6 que calculamos así: 


=- 336 — 


Sen? d+Cos? a =1 3 Cosd =)1=sen?a: para Sena = > + Cosd = (+) . 


= (1-4 = [$2 2| = - E + Cos a =13 | Resp. Cos y = E 


Sen*B+Cos*fP =1 +» Sen fP =|1-Cos?8; para Cosf = a + Sen f iS) = 


| 4 3 13 5 ' | : 
= Sa lia” 3 15 + Sen f/f = 15 | Resp. S5me = 15 
A E 
> | 


Sena +6) = Sen d- Cos $+Cos d-Sen PB; para Sena = +: Cos f = Z: Cosa = 


1,248,458 1,005_ 24115 Se > 24015 
a a” a | Resp. a) Sen (d+B) 6 


Senta +6) A 3 
b) Cálculo de Cos (a—-f8) + Cos (a—6) = Cos a: Cos B+Sen a-Sen f; 
A ct e - 15 cis ER 

para Cosa => Cos Pf = 3: Senda == y Sen f =3 > Cos (df) = 32 


Ss 12,15 asas | Resp. b) Cos (d-6) = A3+H5 —- ¿O 


15 
3 





c) Cálculo de tg (B-A) >» tg (PB-a) = OÍ tal 


En esta fórmula nos falta tg a y tg 6 que calculamos así: 





] E 
| 3 343 
2 
Bl 


Sen | 5 > 
tab = os f para Sen =ÍE , Cos f = m7 + tag $ ==> > 
-23- 


PT." COMA E PE A A 
tg (8 Y =TEtob- tad para tg f =*7 y tga ="3 > tg [B-a) = 8 = 
_3A5-A3 _ 3] 5-23 6-1 15 _ 18] 5-3175-12/3+2/45 _ 19/5-3-513-19/3+2- 
36-15 


6+/ 15 6+15 6-415 (6)2-(1 15) ? 


EAS = ASAS | Resp. c) tg (8=a) ANS 


Ejemplo b) Calcular el valor de las funciones trigonométricas de 75* sin utilizar la calculadora. 





Como no podemos utilizar la calculadora, para calcular las funciones trigonométricas nos tenemos 
que apoyar en ángulos cuyas razones trigonométricas conozcamos, que son las de los ángulos de 300%; 
60% y 450, así que el ángulo de 75% lo tenemos que transformar en una suma 0 diferencia apoyándonos 
en estos ángulos; así: 


750 = 300+450, por lo tanto; Sen 75% = Sen (30%+45)% que es de la forma Sen(a +6), así que 
aplicamos la fórmula a cada caso, sustituimos los valores de las funciones trigonométricas y 
efectuamos operaciones. 

Cáiculo de Sen 750 + Sen 75% = Sen (30%+45%) que es de la forma > Sen (a + 6) : 
Sen (d+8) = Sen a-Cos B+Cos d-Sen B; para a =30% y f = 450 


Sen(301+450) = Sen 30%-Cos 45%+Cos 301. Sen 45"; 


para Sen 30% = +: Cos 45% = 12. Cos 30% = 13 y sen 450 =12 > Sen 75% = Sen (30%+45%) = 


2 2 6 12+Í6 | i (Q2+(6 
1.2, 12,18 12:16 Resp. Sen 75% = 4 6 


ZE a >= 4 


Cálculo de Cos 75% + Cos 75% = Cos (30% +450) que es de la forma > Cos (a +6): 


Cos (a+8) = Cos a-Cos fB-Sen a: Sen $; para da = 301 y f| = 45" 
Cos 75% = Cos[300+450) = Cos 30%-Cos 45%-Sen 30%. Sen 45%; para Cos 30% = 13 


Cos aso = 12, Sen 300 = + y sen 450 12 a cos 750 12.12 1.12. 


= NE = 16-12 Resp. Cos 75" 16-12 


4 A 


Cálculo de tg 750 + tg 75% =tg(30%+45%) que es de la forma >= tg (a+ B): 


tg (a+8) =7 ER 


T-tad tag: Para Y 30% y f =45 


tg30%+tg45" 


para tg 30 E y tg 45% = 1 


ta (3004450) AS 0, HA BS, 2143 23 


¡18.4 3-43 3-13 3+13 (3,2 - (13)? 9-3 
3 3- 


| Resp. tg 75% = 2+43 
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Angulos complementarios 


Dos ángulos son complementarios cuando suman 90% y entre sus razones trigonométricas se 
cumple: 


Sen (900-a) =Cosda > Csc (900%-a) =Sec a 
Cos (900—da) =Send >» Sec (900-a) =Csc al 
tg (900—d) =Ctga >» Ctg (900—da) =tg al 


Estas fórmulas se enuncian así : 


El seno de un ángulo es igual al coseno de su complemento 
El coseno de un ángulo es igual al seno de su complemento 
La tangente de un ángulo es igual a la cotangente de su complemento 





Angulos suplementarios 
Dos ángulos son suplementarios cuando su suma es igual a 180% y entre sus razones trigono- 
métricas se cumple : 
Sen (180%—d) =Sena + Csc (180%—d) = Csc q 
Cos (180%-d) =-—Cosd +» Sec (180%-a) = —Sec q 
tg (180%—a) =-tga + Ctg (180%—d) = -Ctg al 





Angulos que difieren en 900 


Dos ángulos difieren en 90% cuando su diferencia es 90%, o de otra manera, cuando uno es 900 
mayor que el otro y entre sus razones trigonométricas se cumple: 


Sen (90%+4a) =Cosa » Csc (900+d) =Sec al 
Cos (90%+4a) =-Sena > Sec (90%+a) =-Csc d 
tg (90+a) =-Ctga > Ctg (90%+a) = —tg al 


Angulos que difieren en 1800 





Dos ángulos difieren en 180% cuando su diferencia es 180%, o de otra manera, cuando uno de ellos 
es 180% mayor que el otro, y entre sus razones trigonométricas se cumple: 


Sen (180%+4) =-Sena >» Csc (180%+d) =-—Csc q 
Cos (180%+a) =-—Cosdad + Sec (180%+a) = —Sec q 
tg (180%+d) =tga + Ctg (1800+d) =—Ctg al 


= 339 — 





Angulos que difieren en 270* 


Dos ángulos difieren en 270% cuando su diferencia es 270”, o de otra manera, cuando uno de ellos 
es 270% mayor que el otro, y entre sus razones trigonométricas se cumple: 


" Sen ([270%+d) =-Cosa >» Csc (270%+d) = —Sec dl 
Cos (2700+4) =Senda + Sec (270%+a) =Cos dl 
tg (270044) =-tga + Ctg (2700+da) =-—Ctg d 


Ejamplo a) Aplicando las propiedades de los ángulos complementarios simplificar la siguiente 


- Cost90%—d) +Send:Sen(90—al) 
expresión. Sena: Cosí900-a) 


A AA 


Determinamos los valores de los ángulos complementarios en función del ángulo normal; estos 
valores los sustituimos en la expresión dada y finalmente efectuamos operaciones. 


Cos (90%-a) =Sena y Sen (90%—a) = Cos al 
Cosí90! -—4) +Send:Sení90-a) _S 


_ end +Sena Cosa _-Sera[ 1+Cosa) _ 1+Cosa 
Sen a: Cos(907 —a) Send: Send — SereSend Send 


| - 





Razones trigonométricas de 2d en función de al 
Las razones trigonométricas de un ángulo doble que otro dado son: 


Sen 2 a = 2 Sen d- Cos d 
Cos 2 a = Cos? d—Senr? a 
1-tg%4 





Razones trigonométricas de a en función de a/2 
Las razones trigonométricas de un ángulo en función de su ángulo mitad son: 


Sen d = 2 Sen £- -Cos A 


2 

A A e 

Cos a = Cos 2 sen > 
2195 
tg a = sd 
1tg” > 





Razones trigonométricas de « en función de Cos 2 « 


Conociendo Cos 2 ad, podemos calcular las razones trigonométricas de d aplicando las siguientes 


fórmulas: 


1+Co0s2adl 


Cosd =+ 








Razones trigonométricas de «/2 en función de Cos « 


Conociendo Cos a, podemos calcular las razones trigonométricas de a/2 aplicando las siguientes 
fórmulas: 


Sen 5 > ES 
a _ ,[1+Cosd 
Cos > =3i > 
A 
tg q 





| Factorización 


Para facilitar ciertos cálculos o simplificaciones, a veces, es necesario factorizar sumas y 
diferencias de funciones trigonométricas. Las más usadas son: 


Sen ad +Sen Pf = 2 Sen (UL) «Cos (58 


Sen d-Sen M = 2 Cos (E8)-sen (ES) 


Cos a +Cos 6 = 2 Cos (58) -cos (L) 
Cos d—-Cos ff = —-2 Sen (E8) sen (ES 


CEN, 
tgdtHtgf = EA 


Senta—6B) 
tg d—tg f = a 





Ejemplo d) Dado Sen a = 1/3, calcular Sen 2 a y Cos 2 « aplicando las fórmulas del ángulo doble: 
AAA HA AAA A AAA 
Investigamos en las fórmulas de Sen 2 q y Cos2 a en función de dl los datos que necesitemos. 


Sen24 = 2Sen a-Cos a y Cos 24d = Cos? a- Sen” a; 


Podemos observar que necesitamos conocer Cos a, que calculamos así: 


Sen? a+Cos? a =1 » Cos =)1=Sen?a:; para Sena = + + cosa = |1-(+) = 
= A (A 8 _292 Ras y. _A22 
=(1 ES == [5-3 | Sp. Cosa ==> 


Cálculo de Sen 2d + Sen 2a =2Sen d-Cos a; para Sena = = y Cosa = 


Sen 24 11283 - 12 + Sen 208 | Resp. sen 24 = 42 


y Cosa - 12 


Cálculo de Cos 2d + Cos 24 =Cos* a-Sen* a; para Sena = 3 


co 2 








Ejemplo 6) Dado Sen 5 = 5 , calcular Sen dl y Cos dl aplicando las fórmulas del ángulo mitad 





Investigamos en las fórmulas de Sen « y Cos « en función de q/2 los datos que necesitemos. 
Ql ol 


| Nm a. hi E :% es12.2.. 
Sen a = 2 Sen Cos 7; Cos a = Cos > Sen > 


podemos observar que necesitamos conocer Cos a 


y ra A. + E =|1- LAA E A 
Sen > +Cos > =1 3 Cos q. 1-Sen 7: Para Sen 7 = 

ali 2y [1-4 [87 [5 -E cos £ 15 
Cos => (F5)=]1 g "1 9 Llaga 3 * 2 3 


Cálculo de Send + Send = 2 Sen > «Cos > para Sen 5 = E y Cos 2 = 


2 15_45 _%45 5 
la +45 + Send = 3 | Resp. sena = 15 


Sena =2:-7*2 


; para Cos 


mija 
ll 
w 
< 
10 
o 
3 
n]a 
ll 
cl 


Cálculo de Cosa Cos ql = Cos? 7 Sen? 
E E 7 * 
Cos a = (57) CE) 4 9 = y >“sd=>3 


| Resp. Cos a = 5 


Ejemplo f) Dado Cos 24 = 5 , calcular Sen a y Cos al 








En este caso aplicamos las fórmulas de las razones trigonométricas de a en función de Cos 2d. 





S | 
Cálculo de Sena 3 Send =. A : para Cos 2d = > + Sena = ÓN 


= (E 2.16 16 2 Sen dd -16 | Resp. Sen d = 16 





16 16 
RETO + £ HL 
Cálculo de Cosa + Cos q = | Sgs2n, para Cos 2d = E + Cosa = 7 = =- = 


=|+ = 15.16 _130 > Cos a = 10 | Resp. Cos y = 130 
16 16 Ñ 





Ejemplo 9) Factorizar cada una de las siguientes expresiones: 
a) Sen 80%+Sen 20% b) Cos 10%-Cos 50% 





En cada caso aplicamos la fórmula correspondiente, sustituimos los ángulos por sus valores y 
efectuamos operaciones. 


a) Factorización de Sen 80% +Sen 20% + Es de la forma Sena+Sen B 


Sen a+Sen f = 2 Sen (E8) "Cos (ES), para a =80% y f = 200 


0 200-900, 
Sen 80%+Sen 20% = 2 Sen (E - Cos (2% = 2 Sen 50%.Cos 300 


(3 -Sen 500 


= 2 Sen 500%- 13 =4/3-Sen 501 Resp. Sen 80%+Sen 200 


b) Factorización de Cos 10%-Cos 50% + Es de la forma Cosa Cos ff 


Cos ad-Cos 6 = —2 Sen (ES) -sen (ES, para d =10% y 6 =500 


— 343 -— 


y) 0 6 _enÓ. 
Cos 10%-Cos 50% = - 2 Sen (EA - Cos =>) = -2 Sen 30%-Sen [ -20%) = 


= -2. > «[-Sen 20%] = Sen 200 Resp. Cos 10%—Cos 50% = Sen 20% 





Sen 140 + Sen 460 


nn. h NTE A SO, . 
ejemplo h) Simplificar la expresión E<<140F Cos 460 





Como tanto el numerador como el denominador están formados por sumas, es necesario factori— 
zarlos para ver si hay factores comunes para simplificarlos. 


er (1494+46% 149-460 
Sen 140 + Sen460 _ 2Sen( 2 ) a os 2 _ Sen30* _ 





2140 == 0 | 460, — A =19 30% 
Cos 14% + Cos 46 140+46 1140 -4 . Cos 30 
2 2 
Sen 149 +Sen46% _ o 
eso osi4T+Cos46 9% 


EJERCICIO No (41) 
A) Calcular el valor del seno, coseno y tangente de cada uno de los siguientes ángulos: 
(1) 1350 (2) 1480 257; (3) 112025: 46": (4) 2250; (5) 2400 34-; 
16) 2620 46- 34": (7) 3000; (8) 285% 43; (9) 320% 520 17"; (10) 1 8450; 
(11) 26450 46; (12) -800% (13)-2400; 


E) Calcular el valor numérico de cada una de las siguientes expresiones: 





(14) Sec*450 .Ctg2250+tg1950%, 45; Cos*90"+Sen3000 - tg*360" 
Sen30* +C0s300" - Sec 3360 Sec?00+Cos2700+/3 
(16; Sen?20%+Cos1200+Cos*20%. ¡+7 Cos?*10% +Cos*800. 
tg300%-Cos45 : tg30%+Cos30% *' 


C) Resolver cada uno de los siguientes problemas. 
(13) Dado Sen « = +; Cos f = 5 , calcular 2) Senta+8), b)Costa—-8); C)tgíP-a); 
(19) Calcular seno, coseno y tangente de 15% sin utilizar la calculadora ; 
(20) Calcular seno, coseno y tangente de 105? sin utilizar la calculadora; 


(21) Dado Sen d = 3/5 en el 2% cuadrante, calcular Sen(30%+a), 


(22) Dado Cos a = 1/2, calcular tg (a -60%) 
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D) Transformar todo lo posible cada una de las siguientes expresiones para simplificarlas: 


Cos(90%—a) - Sec (90%—a) +Ctg (90%—a) 

















ia Sena: Cos(90%—a) +Cosa- Sen(90%—a) 
¡dal ' Sen (180% —a) - Csca+tg4- Ctg (180% a) 
Sena-Cos (180% -d) +Sen?( 180% -a) - Ctg (180% —a) 
(25) Sen (90% +0!) - Csc (900 +0) +tga- tg (90%+a) 
Cosa: Sen(90%+a) Sena» Cos(90%+a) 

(26 —-Sena-Sen(180%+0) —Cosa- Cos (180%+d) +tg 60% 

| tga:Ctg(180%+d) +Cos(180%+a) - Sec (180%+a) | 

» Sen(270%+a) - Csc(270%+a) +Cos?(270% +0) —Sen*(270% +4) 

EE tg(270%+a) -Ctga+Sen 45% 
e Cos*(90% +4) -Cos?(180%-a) -Sen (180% +a) 





—Ctg (90% +0) - Ctg(180%+a) -1g (270%+a) - Sen (900 +0) 
(29) Dado tg 3 al = 5, calcular Sen 3d y Cos 3 a; 
(30) Dado Ctg 2a =43, calcular Sen 2a y Cos 2 a; 
(31) Dado Sen a = 4/5, calcular Sen 24 y Cos 24 
(32) Dado Sen a/2 =1 3/3, calcular Sen a y Cos ad 
(33) Dado Cos 2 a = 1/3, calcular Sen a y Cosa 


(34) Dado Cos 2 a = + , calcular tg E 


(35) Dado Sen q 12 y Cos fi = > calcular: 3) Sen(a+B8); b)lCos2a; “!tg > 


(36) Dado Sen a = 1/5, d en el 2% cuadrante y tg $ =W5, £ en el tercer cuadrante, 


LE 


calcular Cos ( > 


(37) En la figura adjunta se cumple: 


eo =bc =50cm y Cos a = 4/5, calcular el área del 
triángulo ABC. 





= 345 — 





(40) Factorizar: 


(41) Factorizar: 
(42) Factorizar: 
(43) Factorizar: 


(44) Simplificar : 





(38) En la figura adjunta se cumple: 
as = 7/5bcm y tgd =3/4; calcular ac 


(39) En la figura adjunta se cumple: 
co =5cm y DA =4cm; 580 es la bisectriz del xXx ABC; 
calcular el área de Ácpg. 


a) Sen 36%+Sen 240%; b) Cos 80%-Cos 50%: c) Sen 30%+Cos 50% 


a) ER Sen 15% b)1-Cos 2x 
8) Sen 3x+Sen x; b) Sen(60%+x) +Sen (600—x) 


21 Cos 20%—Sen 10"-Sen 40%; b) Sen 9x+Sen 7x+Sen 5x+Sen 3x 


¿y Sen 33+Sen30. Sen 7x-Sen 5x 
Cos 33%+Cos 30" Cos 7x+Cos 5x 


RESPUESTAS 





is 12 E ME T==-1; (2) S =0,5237; C = -0,8518; 


9. a 


T =-0,6148; (3) S =0,9243; C =-0,3815; T =-2,4227; 


É 


(4) S = -12. (G.= 2, T=1; (5) S =-0,87; C = -0,491; 


T =1,771; (6) S =-0,992; C =0,125; T =7,882: 


(7) S = 82. EC = +; T =-/3; (8) S =-0,962; C =0,270; 


T =-3,555; (9) S =-0,631; C =0,775; T =-0,813: 


(10) S 12 C -X2. T=1; (11) S =0,88114; C = -0,5844: 


2 


T =-1,3882; (12) S = -0,984; C =0,173: T =-5,671: 


(13) s 12. Com +: T = (3: (14) 1243. (15) O: 
(16) 2, (17) al3. (18) a) Sentd+P) 24210, 
b) Cos(a—6) A c) tg (6—a) - 25-42, 


(19) Sen 150 1632. Cos 150 12416, tg 15% = 2-3: 


(20) Sen 1050 102, Cos 105% AA tg 105% = -2-43; 
(21) Sen (30% -+a) A E (22) tgía—-60% =0; (23) 1+tg a; 
(24) 0: (25) 2; (26) pa E (27) -212-4; (28) 1; 


(29) Sen 3 a - 5128. Cos 3d - 18, 


; Cos2a - 12. (31) Sen 24 e 


(30) Sen 2 a = e 


2 


Cos 24 = 5: (32) Sen al - A2. Cos Qu = A 


(33) Sen a 13, Cos dl 16 (34) tg S = 3+1/10; 


(35) a) Sen (+8) 13182, b) Cos 2d = -—: c) tg E 12. 


(36) Cos (E2, = [122(30, (37) A = 1536m?; (38) ac = 117cm; 


(39) A = 30cm?: (40) a) Cos 6%: b) —-2 Sen 65%-Sen 15%; 
c) 2 Sen 350-Cos 50%; (41) a) Cos 15%; b) 2 Sen*x; 
(42) a) 2 Sen 2x-Cos x; b)(3-Cosx; (43) a) (2:Sen 50; 


b) 4 Sen 6x-Cos 2x-Cos x; (44) a) tg 18%; b) tg x 
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Identidades trigonométricas 


Las identidades trigonométricas son igualdades que contiénen razones trigonométricas y que son 
valederas para CUALQUIER VALOR de los ángulos, siempre y cuando estén definidas. 


El problema de una identidad es demostrar que los dos miembros de la igualdad son ¡guales. 


Para demostrar que los miembros de la igualdad son iguales no hay método general, pero pueden 
aplicarse las siguientes sugerencias. 


2) Cuando hay razones trigonométricas del ángulo doble o del ángulo mitad se recomienda llevarlas 
al ángulo normal, 


b) Cuando las razones trigonométricas sean de sumas o de diferencias de ángulos se sustituyen por 
sus fórmulas respectivas. 


C/ Si después de hacer las transformaciones indicadas anteriormente no aparece ninguna simpli- 
ficación, es ventajoso cambiar todas las razones trigonométricas a seno o a coseno. 
En la demostración de la identidad se suelen seguir dos métodos. 


Primer _método.— Este método consiste en efectuar operaciones en un solo miembro de la igualdad, 
haciendo las transformaciones correspondientes hasta llegar a obtener el mismo valor que el del otro 
miembro, 





undo método.— Este método consiste en efectuar operaciones independientes en cada miembro 
hasta demostrar que los dos miembros son iguales. 


Cuando se siga este método es necesario efectuar operaciones independientes en cada miembro, es 
decir, no se pueden pasar términos de un miembro a otro, no se puede quitar denominadores 
simultáneamente a los dos miembros, o en otras palabras, no se puede actuar como si fuera una 
igualdad, pues lo que hay que demostrar es que lo es. 





Ejemplo a) Demostrar que Cos x-tg x = Sen x 





Tenemos que demostrar que el primer miembro de la igualdad es igual al segundo, para lo cual 
hacemos las transformaciones que consideremos necesarias en el primer miembro, hasta llegar al valor 
del segundo miembro. 


Cos xtg x = Sen x; para tg x = 0 + Sos xi e = Sen x 3 Sen x = Sen x 


que es lo que queríamos demostrar. 





Ejemplo b) Demostrar que Cos? x = (1+Sen x) (1-Sen? x) 





Procedemos como en el caso anterior, pero en este caso transformamos el 2% miembro hasta 
demostrar que es igual al 10. 


Cos? x =(1+Sen x)(1-Sen x); pero (1+Sen)(1-Senx) = (112-(Sen 3? = 


= 1-Sen? x; En la identidad Sen*tx+*Cos? x =1 + Cos? x = 1-Sen? x 
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Llevando todas estas transformaciones a la expresión dada resulta: 


Cos? x =(1+Sen x)(1-Cos x) = 1-Sen? x = Cos? x + Cos? x = Cos? x 


que es lo que queríamos demostrar : 





: Pe Senx+Ctgx = ii 
Ejemplo c) Demostrar que OPCION Sen x-Ctg x 





En este caso, como hay varias razones trigonométricas, las ponemos todas en función del seno y 
del coseno y efectuamos operaciones independientemente en cada miembro. 








Cos x 
Senx + === 
Senx+Ctg xXx e E Sen x ñ Cosx Sl | 
tgx+Csc x Sonx-Ctgx > Senx , 1 = 38 Senx ca9S.1 


Cosx Sen x 


Sen*x+Cos x 


- Sr? - 
A AA En Senx Cos x(Sentx+€05 XX) _ cos x + Cos x =Cos x 


Sen*x+Cos x Sen-x(Sentx+05 3 
Senx-» Cos x 


que es lo queríamos demostrar. 








Ejemplo d) Demostrar que a = 2 Cos x-Sec x 





En este caso Cos 2x lo sustituimos por su fórmula » Cos 2x = Cos*x-Sen*x y Sec x por 1/Cos x, y 
después efectuamos operaciones. 


COn 2% He Cos*x-Sen*tx _ 
Cos X =2Co0s x-Secx > E" = 2 Cos x Tos x 


o a Macu 
Cos*x-Sentx _ 2Cos*x-1 pero Sen*x+Cos*x = 1, por lo tanto 


Cos x Cos x 


Cos*x-Sen*x _ 2Cos*x- (Sen*x+Cos*x) 3 Cos*x-Sen*x _ Cos*x-Sen*x 
Cos x Cos x Cos x Cos x 


que es lo que queríamos demostrar. 





Cosíd+B) _ 1-tgd-tgf 


Ejemplo e) Demostrar que Costd—6) — 1Ftgd-taf 
En este caso sustituimos los cosenos de la suma y diferencia de los ángulos por sus fórmulas 


respectivas, y las tangentes las escribimos en función del seno y del coseno, teniendo en cuenta que las 
transformaciones deben hacerse independientemente en cada miembro, hasta demostrar que éstos son 


iguales. 
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Sena Sen Pf 
Cosía+f)  1—tgd-taf Cosa Cos Pf -Sena: Senf ue Cosa Cosf 
'éó—__  —— AY >zzx_H«MMMMMMMMMMMMM> =-EAAAAOOKXÉÁK 
Cosld-f6)  1+tgd-taf Cosa-CosfB+Sena- Sen 8 A Send Senf 


Cosa Cosf 
Cosa: Cosf —Sena- Sen f 
Cose-Gosf— Cosa: Cos 6 -Send- Sen f 
= - A 04,8: 1:0:0:08 


Cosa-Cosf+Sena:Senf  Cosd:Cosf+Send:- Sen / 


-Cosa-Cosf— 





Ecuaciones trigonométricas 


Las ecuaciones trigonométricas son igualdades que contienen razones trigonométricas y que son 
valederas para un determinado o determinados valores de un ángulo. 


Resolver una ecuación trigonométrica es encontrar el valor o los valores del ángulo que sustituido 
en la ecuación la transforma en una identidad. 


Para resolver una ecuación trigonométrica se recomienda: 


a) Transformar todas las razones trigonométricas a una sola. 
b) Resolver algebraicamente la ecuación resultante. 
c) Desechar las soluciones que no satisfagan la ecuación. 
d) Buscar el ángulo o ángulos que cumplan con la ecuación. 
En la resolución de una ecuación trigonométrica pueden presentarse dos casos, según explicamos a 
continuación. 


En la ecuación Cos x = y, consideramos que la funcion es directa cuando nos dan el valor del 
ángulo x para calcular el valor y. 


En la ecuación Cos x = y, consideramos que la función es inversa cuando nos dan el valor de y 
para calcular el valor del ángulo x. 


Para anotar la función inversa se usa la palabra arco, así; 


Función directa Función inversá 
Cos x:=y x =arc, Cos y 
tgx =343 x =arc,tgWi3 
Sen x = + x = arc, Sen + 
Cos x = E x =arc, Cos Y2 
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Las funciones trigonométricas directas solamente tienen un valor, es decir, cada éngulo tiene un 
solo valor para cada función trigonométrica. 


Las funciones trigonométricas inversas tienen infinitas soluciones, es decir, un número puede ser el 
valor de la función trigonométrica de un ángulo en el primer cuadrante, de otro ángulo en el segundo 
cuadrante, de otro ángulo después de una vuelta, de dos vueltas, etc. 


En la mayoría de las funciones trigonométricas, conocemos el valor de la razón trigonométrica para 
calcular el valor del ángulo o ángulos a los cuales corresponde dicho valor, es decir, son funciones 
inversas, por lo tanto, hay infinitas soluciones, así que en el enunciado mos deben indicar las 
características de la solución. 





Ejemplo f) Resolver la ecuación Cos x = > para 0% £ x < 900 





Es una función inversa, porque nos dan el valor de la razón trigonométrica y nos piden hallar el 
ángulo, que tiene que estar comprendido entre 0% y 90%, o de otra manera, que pertenezca al primer 
cuadrante. 


1 a 
Procedemos así: Cos x = 7 >xXx=arc, Cos L , que leemos " x es el ángulo cuyo coseno 


vale + » y 
BR 


Ahora tenemos que encontrar un ángulo del primer cuadrante cuyo coseno valga 1/2. 


En forma general se emplea una calculadora que da la respuesta automaticamente, pero en este 
caso es el ángulo notable de 60%, porque sabemos que Cos 60% = 1/2. 


Resp. Xx = 60% 





Ejemplo q) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones para ángulos en el primer 
cuadrante: a) Sen x =0,268; tj) Cos x = 0,045; c)tgx = 1,254 





Procedemos como en el caso anterior, porque en todos los casos son funciones inversas, pero los 
ángulos los hallamos utilizando la calculadora. 


a) Sen x = 0,268 + x = arc, Sen 0,268 Resp. a) x = 15% 32* 43" 
bj) Cos x =0,045 + x =arc, Cos 0,045 Resp. b) x =870 25' 14" 
c)tgx =1,254 » x =arc, tg 1,254 Resp. e) x = 51% 25" 46" 





Ejemplo h) Resolver 2 Sen x = Sen? x, para 00£x<$ 1800 





2 Sen x = Sen? x »+ Sen? x- 2 Sen x =0, que es de la forma > ax*“+bx+c =0 
en donde x =Senx; a =1; b=-2 y c =0 que resuelta da: Senx, =2 y Senxz =0 


Para Sen x = 2, el problema es imposible porque tanto el seno como el coseno tiene un valor 
comprendido entre +1 y -1; es decir, -1 <Senx< 1. 


301 = 


Para senx =0 >+x=arc, Sen O, pero 00< x$ 180%, es decir xy =0%y x2 = 1800, 


| Resp. Xy =0%y x2 = 1800 


Ejemplo i) Resolver Cos 2x = Cos x para 0% £ x < 3600 








Aquí tenemos el ángulo 2x y el angulo x, por lo cual hay que transformarlos a un mismo ángulo, 


así: 


Cos 2x = Cos x; para Cos 2x = Cosóx-Sen*x + Cos*x-Sen*x = Cos x 

pero Sentx+Cos?x = 1 3 Sen*?x = 1-Cos*x, por lo tanto: 

Cos*x-Sen*x = Cos x, para Sen*x = 1-Costx > Cos?x-(1-Cos?x) = Cos x 

Cos*x-1+Cos?x = Cos x + 2 Cos?x-Cos x-1 =0, que es de la forma: 

ax?+bx+c =0,en donde x=Cosx; a=2; b=-1 y c =-1; que resuelta da: 
Cosx; =1 y Cos x2 = - > 


Para LCosx =1 + Xy =arc, Cos 1 » x =07? porque en el problema nos excluyen el ángulo de 
360%, que también vale > Cos 360% = 1. 


| Resp. Xx = 00 


| 38 A | o 0 
Para Cos x = > + x =arc, Cos ( >) 


> es el valor del coseno de un angulo de 60%, pero como este valor es 


negativo, y los cosenos negativos corresponden al 2% y 3% cuadrante 
dibujando ángulos de 60%. en dichos cuadrantes (ver la figura) vemos 
que corresponden a 120% y 240" de la circunferencia trigonométrica, por 
lo tanto: x» = 120% y xXx = 240% 


| Resp. Xx = 0%; x2 = 120% y x3z = 2400 








Ejemplo j) Resolver la ecuación 2 Sen?x-3 sen x+1 =0 para todos los valores de x 





Como en el enunciado nos indican que hay que dar la solución para todos los ángulos, significa que 
hay infinitas soluciones, así que calculamos las soluciones para la primera vuelta y después las 
sumamos el número de vueltas. 


2 sen*x-3 Sen x+1 = 0; que es de la forma + ax*+bx+*c =0 


en donde a =2; b=-3; Cc =1 y x =Sen x; que resuelta da: Sen x; = 1 ySen x» = + 


—J 


Para Senx=1 3 x=arc, Sen (1) 


Para que el seno de un ángulo valga 1 es necesario que éste 
valga 90% 


A a Mn 
Para Sen x = - > x = arc, Sen ( 5) 


Sy es el valor del seno de un ángulo de 30%, y como los 


senos positivos, corresponden al 1% y 2% cuadrante dibujando 
ángulos de 30%, en dichos cuadrantes (ver la figura) vemos 
que corresponden a 30% y a 150% de la circunferencia trigo- 
nométrica, por lo tanto: 


Resp.xy =30%; x» =90% y xz = 150% 





Si a cada uno de estos ángulos le sumamos +360% o -360% volvemos a los puntos A, B y C de la 
circunferencia trigonométrica, por lo tanto, para obtener todos los ángulos que cumplan con la ecuación 
dada hay que sumar a los ángulos de la primera vuelta un número exacto de vueltas, tanto positivas 
como negativas, que anotamos 2 k ” porque 2r = 360% y k es un número entero, por lo tanto: 


| Resp. xy = 300% 2km; x2 = 9002 2kx, x3 = 15002 2ka 


EJERCICIO No (42) 


Aj Demostrar que las siguientes expresiones son identidades. 





| 4 | 
(1) AZ =Secx; (2) tg2x-Sentx = 22X. (3) Sen x-Sec x-tg x+1 =Sec*x; 
os Cos*x 


| 2 3 
(4) (1-Ssen?x(1+tg?x) =1; (5) LL2OCtEsex - coo X; (6) AXTEREX  AET,, 
tg x tgx-Ctgix  tg?x-1 


: 12 ] 
(7) sen 2x = H'4X, (8) E X = Cos 2x; (9) 92% = 2005?x- Sec 2x; 
1+tg?x Ctg x tg x 


(10) €os2x , Sen2x 


na Senx-2Sen*x a tg 2x _2tax. 
Senx Cosx = Csc x; 1 ——_ AA tg; (12) A a ES 


2Cos? x-Cos x 1+tgx"tg2x  14992x' 


3) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones. 
(13) Sen a = 1/2 para 00< a < 180% (14)tgd =+1 para 0" <q < 3600: 
(15) 2Sena+1 =0 para 00< a < 360%; (16) (2-Cosd-1 =0 para 00< a < 3600: 
(17) 2 Sena = 1 Para todos los ángulos : 


(18) al Sen a = 0,874; b) Cosa =0,093; c) tg d =1,274 para 0"< a < 3600; 


3939 = 


(19) a) Sen ad = —-0,274; b) Cos ad = -0,179; c) tgda = —2,089 para O' $ a < 360%; 
(20) 4Sen? a+4Sen 4-3 =0 para 00 a < 360%; (21) 2 Sentd+3Cos a =0 para 0 £a < 21; 
22) 2tg?d+3Seca =0 para 00<0a< 21; (23) Cos 2a+Cos d =-1 para 0% <d < 2m; 


(24) Sena+Cos a =0 para 0 <q < 21; 


men 
i-=mn' 





(25) Demostrar la identidad; arc, tg m+arc, tg n = arc tg 


(26) Comprobar que: 2 arc, Sen m = arc, Sen (2mi 1-m?); 


(27)Comprobar que arc, Sen x+arc, Cos x = + 


RESPUESTAS 
(13) d, = 30% dy =150% (14) ad, =45%; de = 135% dy = 225% y 
ds =315% (15) a, = 210% y ds = 330% (16) ad, =45% y d¿ = 315%; 
(17) a, = 45022k 11; dí = 135%2k 11; dy =225%:2k " y 
da =315%2k xr; (18) a) a, = 60% 55* 36" y da = 119% 04* 24"; 
b) dl, =84% 39: 49” y da =278% 20 11"; ca, =510 52" 14” y 
dy = 231952" 14"; (19) a) ad, = 195% 54* y a =344* 06*; 
b) A, = 1000 18" 42" y da = 259% 41” 18"; c)ja, = 115% 34* 50" y 
dy = 2950 34" 50"; (20) a; = 30% ydz = 150% (21) ay = 120% y 
a» = 240% (22) a, = 120% y as = 240"; (23) a, =90%; ad, = 2700; 
da = 120% y da = 240%; (24) a, = 135% dy =315% (25) ...; 


(20). 27)... 
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Es la parte de la matemática que se ocupa de estudiar la formación de grupos partiendo de un 
conjunto de elementos dados. 


Variaciones.- Dado un conjunto A = (a;, az, 33, ... dm), se llaman variaciones de estos m 
elementos a toda agrupación formada por n de ellos, de tal manera que dos grupos cualquiera difieran o 
en algún elemento o si tienen los mismos elementos en el orden de colocación de ellos. 


Se anota: Vm,n y se lee " variaciones de m elementos tomados de n en n.* 


Fórmulas: |Vmn,n = m(m=1)(m=2)(m=3) ... (m=n+1) | 






Factorial de un número n entero y positivo es el producto de todos los números enteros 
consecutivos decrecientes desde dicho número hasta uno. 


Se anota n! yse lee; " ene factorial o factorial de n " 


Ejemplos: a) 5! =5-4-3-2-1 = 120 
b) 6! = 6-5-4-3-2-1 = 720 
c) n! = n(n—- 1 (n-2)(n-3) ... 4:-3-2-1 


Por definición o convenio se admite que: 0! =1 


En determinados casos y para simplificar los cálculos, un factorial se puede transformar en el 
producto de varios números enteros consecutivos decrecientes por otro factorial, 


Ejemplo : 10! = 10-9-8-7:-6:5:4-3-2-1 
10! = 10-9-8-7-6! 
10! = 10-9-8! 
10! = 10-91 


Permutaciones.- Se llaman permutaciones de m elementos a los diferentes grupos que pueden 
formarse con ellos, de tal mañera que en cada grupo entran los m elementos y que dos grupos 
cualquiera difieren en el orden de colocación. 


Se anota Pm y se lee " permutaciones de m elementos ". 


E =a. 


Combinaciones.- Dado un conjunto A = [a,, a), az, ... am). se llaman combinaciones de estos m 
elementos a toda agrupación formada por n de ellos, de tal manera, que dos grupos cualquiera difieran 
en algún elemento. 


Se anota; Cm,jn ysele " combinaciones de m elementos tomados de nen n”. 


Fórmula = 





Fórmula >|Cmn 





Ejemplo a) Calcular el número de variaciones que se puede formar en cada caso: 
a) Ternarias de un conjunto de 7 elementos; bj) Cuaternarias de un conjunto de 5 
elementos. 








a) Variaciones ternarias con 1 elementos 


Se anota > Vy 3 y el número de ellas es igual al producto de tres números enteros decrecientes y 
consecutivos que empiezan en siete, por lo tanto: 


Vz.3 = 7-65 = 210 | Resp. a) V33 =.210 


bj) Variaciones cuaternarias con 5 elementos 


Se anota > Vs 4 y el número de ellas es igual al producto de cuatro números enteros decrecien- 
tes consecutivos que empiezan en cinco, es decir: 


Vs 4 =5-4-3-2 = 120 | Resp. b) Vs 4 = 120 





Ejemplo b) Desarrollar cada una de las siguientes expresiones: 


8) Vm,4: DlVim+ 15: “Vim-3)1,4 





al Vma + Es igual al producto de cuatro múmeros enteros decrecientes y consecutivos que 


empiezan en m. 
| Resp. a) Vm,¿ = mim-1)(m-2)(m-3) 


blVim+ajs + Es igual al producto de cinco múmeros enteros decrecientes y consecutivos 
que empiezan en (m-+4). 


| Resp. b) Vim+ s)5 = (m+4)(m+3)(m+2)(m+1)(m) 


cl Vim-a),a + Es igual al producto de cuatro números enteros decrecientes y cosecutivos 
que empiezan en (m-—3). 


| Resp. Cc) Vim-31,4 = (M-3)(m-4)(m-—5)(m-—6) 





Ejemplo c) Dado el conjunto A = (a,b,c,d) : Calcular el número de permutaciones que pueden 
formarse con los elementos de dicho conjunto; 





Como el conjunto A tiene 4 elementos > Pm = ml; para m =4 3 P4 =4-3-2-1 =24 


| Resp. 24 permutaciones. 
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Ejemplo d) a) Calcular las combinaciones ternarias de un conjunto de 8 elementos: bj) Calcular las 
combinaciones cuarternariías de un conjunto de 7 elementos. 





En cada caso aplicamos la fórmula de las combinaciones. 


a) Combinaciones de 8 elementos tomados de 3 en 3. 
| | - ] . . E 
8 . 8 ñ 8- 6 E 56 


m = = Y = 2 | 
Cm.n =Aim=.p)1 > Para m=8 y n=33+C€C33 =38-311 "2151 3-2.1-5Y 
| Resp. a) Ca.3 = B6 


b) Combinaciones de 7 elementos tomados de 4 en 4. 


A MA e 7! 71. 7:6:5:4f _ 
Cm = ma Para m=7 y n=4 2 4 = ama Ara 21” 


| Resp. b) C7.4 = 35 


Problemas de combinatoria 





Los problemas de combinatoria consisten en que nos dan un conjunto de elementos y tenemos que 
calcular el número de grupos que podemos formar con dichos elementos, para lo cual tenemos que 
aplicar la fórmulas de variaciones, combinaciones o permutaciones. 

Cuando los grupos son variaciones, pero en cada grupo entran todos los elementos son 
permutaciones. 





Ejemplo e) Se dispone de las cifras 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Calcular: a) ¿Cuántos números de tres cifras 
pueden formarse?; bj) Sumando las cifras de tres en tres ¿Cuántas sumas diferentes pueden 


formarse? 





Razonamos así: Nos dan un conjunto de 6 elementos y con ellos tenemos que formar dos tipos de 
grupos, en el casoa) los grupos son números y en elb) los grupos son sumas. 


a) Formamos un número que tenga tres cifras de las dadas, por ejemplo el 346 (este grupo se llama 
trescientos cuarenta y seis), y ahora, con esas mismas cifras colocadas en otro orden formamos otro 
número, por ejemplo 436 (este grupo se llama cuatrocientos treinta y seis). 

Como los números 346 y 436 están formados por los mismos elementos, pero son diferentes, 
significa que se diferencian en el orden de colocación, por lo tanto, son variaciones. 

Ahora sabemos que son variaciones, que disponemos de 6 elementos y que tenemos que agruparlos 
de 3 en 3, por lo tanto. 

Vm,n para m=6yn=3 3 Vaz =6:5:4 = 120 


Resp. a) Se pueden formar 120 números 
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b) Formamos una suma cuyos sumandos sean tres cifras del conjunto dado, por ejemplo; 
34+4+6 = 13 (este grupo se llama 13) y ahora con esas mismas cifras colocadas en otro orden 
formamos otra suma por ejemplo, 6+3+4 = 13 (este grupo se llama 13). 


Como las dos sumas están formadas con los mismos elementos pero en distintos orden y nos 
resulta la misma suma (13) significa que no influye el orden de colocación de los elementos, lo que 
indica que son combinaciones. 


Ahora sabemos que son combinaciones, que disponemos de 6 elementos y que los agrupamos de 3 
en 3, por lo tanto: 


mio. Y o 61 _ 6! _6:5:4:3+_ 
A A A O 


Resp. b) Se pueden formar 20 sumas 





Ejemplo f) Se dispone de 8 pinturas de diferentes colores. Si las mezclamos de 3 en 3, en la mismas 
proporción ¿Cuántos colores diferentes podemos obtener? 





Razonamos asf: Disponemos de 8 elementos para formar grupos de 3 en 3 y los grupos son 
combinaciones, porque no influye el orden de colocación de los elementos para formar cada grupo. 
En efecto, si formamos un color mezclando en la misma proporción los colores A, B, y C nos resulta 


el color P y si cambiamos el orden mezclando los colores B, C, y A también nos resulta el color P, es 
decir, no influye el orden de colocación en la formación de los grupos. 


El número de grupos lo calculamos así: 


A S = a dl a E. 
Cn meo Pe ms yn=3 9 E 2 


Resp. 56 colores 





Ejemplo a) En un cine, cada fila de butacas tiene 7 asientos ¿De cuántas maneras diferentes pueden 
sentarse cuatro personas? 





Razonamos así: Si a cada butaca le asignamos un número tenemos el conjunto (1,2,3,4,5,6,7), y ahora 
tenemos que formar números de 4 cifras. 


Como influye el orden de colocación son variaciones, por lo tanto: 
Para m=7;n=4 y Vin + V7a =7:6-5:4 = 840 
Hesp. 840 formas 


Ejemplo h) En una carrera de caballos intervienen 6 ejemplares. ¿De cuántas maneras diferentes 
pueden llegar a la meta suponiendo que llegan de uno en uno?. 





Razonamos así: Disponemos de 6 ejemplares para formar grupos de 6 en 6 y como los grupos se 
diferencian en el orden de colocación son variaciones, pero como en cada grupo entran todos los 
elementos son permutaciones, por lo tanto, los calculos los efectuamos así: 


Para m=6; Pm =m!l >+ Pa =6!l =6-5-4-3-2-1 = 720 
Resp. 720 formas 
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Ejemplo i) Se dispone de 10 pesas de diferente peso cada una. Si las usamos de 4 en 4 ¿Cuántas 
pesadas diferentes puede hacerse?. 





Razonamos así: Disponemos de 10 elementos para formar grupos de 4 en 4 y éstos son combinaciones, 
porque no influye el orden de colocación en la formación de cada grupo. 

En efecto, con las pesas A, B, C, D, colocadas en cualquier orden siempre obtenemos el mismo 
número que corresponde al peso, por lo tanto, los cálculos los efectuamos así : 


mio. ES ¿B x—— A 
Cmn = rm=ayr? Para m=10 y n=4 + Cros 41(10-4)! 416! —4-3-2-1-6! 
Resp. 210 pesadas 


z ] e 
Ejemplo j) Se dispone de un plano, y en él hay marcados 20 puntos, de tal manera que nunca tres de 
ellos están en la misma línea recta. ¿Cuántos triángulos diferentes pueden formarse 

cuyos vértices sean tres puntos del plana?. 





Razonamos así: Disponemos de 20 elementos para formar grupos de 3 en 3 y los grupos son 
combinaciones porque no influye el orden de colocación para formar cada grupo. 

En efecto,con los puntos A, B, C, se unan en el orden que se unan siempre se obtiene el mismo 
triángulo, por lo tanto, los cálculos los efectuamos así : 


ME a - __ 20! _ 201 _ 20-19-1814... 
emo =fm=a jr: Para m=20 y n=3 > Cos =312031 =307 3.2017 = 11% 


Resp. 1140 triángulos 


Ejemplo k) Se dispone de 5 franjas de tela del mismo tamaño pero de colores diferentes. ¿Cuántas 
banderas de franjas horizontales pueden formarse?. 


o  _ __R — QQ 
Razonamos así: Disponemos de 5 elementos, pero no nos indican cuántos de ellos entran en cada 
grupo, así que podemos formar banderas, de un color, de dos colores, hasta de cinco colores. 


Los grupos son variaciones porque influye el orden de colocación de los elementos, por lo tanto, los 
cálculos los efectuamos así: 


De un color formaríamos + Ve y =5 banderas 

De dos colores 3 Vs» = 5-4 = 20 banderas 

De tres colores + Vgz3 =5-4-3 = 60 banderas 

De cuatro colores + Vs yg =5:4-3-2 = 120 banderas 
De cinco colores »+ Vs s =5-:4-3-2+1 = 120 banderas 


En total formaríamos >+ 5+20+60+ 120+ 120 = 325 
Resp. 325 banderas 


Ejemplo |) Una persona tiene 5 amigos. ¿De cuántas maneras diferentes puede invitarlos a comer? 


Ag AA A 


Razonamos así: Disponemos de 5 elementos pero no nos indican cuántos de ellos entran en cada grupo 
así que tenemos que formar grupos de 1 en 1, de 2 en 2, etc, hasta de 5 en 5. 


Los grupos son combinaciones porque no influye el orden en que coloquemos los elementos, por lo 
tanto, los cálculos los efectuamos así : 


Con un amigo formaría Cs, 1 invitaciones. 
Con dos amigos formaría Cs, 2 invitaciones 
Con tres amigos formaría Cs, 3 invitaciones, etc. 
E + 5 | 5 | 5 | 5 | Sl 
Cs,1 +Cs,2 +C5,3+C5,4+4C5,5 =7 51 25-21 35-3)1 45-41 SM5-51 


51,51, 51, 51,5 
= 1141 $ 


21313121 ATT BO! =5+10+10+5+1 = 31 


Resp. Se pueden hacer 31 invitaciones 


| Problemas de formación de números 


Ejemplo a) Se dispone de las cifras 2,3,8,4 y 5. Calcular cuántos números de 3 cifras pueden 
formarse con la condición de que empiecen en 3. 





Razonamos así: Como al variar el orden de colocación de las cifras obtenemos números diferentes el 
problema es de variaciones. 

Si un número de 3 cifras lo representamos así xxx, en donde cada x representa una de las cifras 
dadas, cualquier número de 3 cifras que empiece en 5 será de la forma 5xx. 


En este número (5xx) dejamos fija la cifra 5, por lo tanto, nos quedan disponible 2,3,8 y 4, es 
decir, cuatro cifras, las cuales tenemos que colocar de 2 en 2 para formar los números de 3 cifras que 
empiece en 5, por lo tanto, los calculos los efectuamos así: 

Vim,ni m=4 yn =2 3 Vaz =4.3 = 12 
Resp. 12 números 
5 5 5. qqAqAqAqAAAAA+ 


Ejemplo b) Con las cifras del número 624531. ¿Cuántos números de 3 cifras podemos formar con la 
condición de que en todos ellos intervenga el 4. 





Razonamos asf: Como es formación de números estamos en variaciones. Un número de 3 cifras lo 
representamos así: xxx y la condición de que siempre intervenga el 4 significa que el 4 puede ser la 
primera, la segunda o la tercera, por lo tanto :. 


Número de 3 cifras que empiecen en 4 » 4xx 


Como el 4 lo hemos dejado fijo, las cifras que nos queden son 6,2,5,3,1 (5 cifras) que tenemos que 
colocarlas de 2 en 2, por lo tanto: 
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4xx >» Voz =5:4 =20 


Número de 3 cifras cuya segunda cifra sea 4 + x4x + Vg» =5:4 = 20 
Números de 3 cifras que terminen en 4 + xx4 + Vs 2 =5-4 = 20 

Los números de 3 cifras en donde intervienen el 4 son: 

Ve.2tVe2tVso =3V5 2 =3:5:4 = 60 Resp. 60 números 


n= — , - ES 


Ejemplo ec) Con las cifras del número 20834 calcular cuántos números pares de 3 cifras pueden 
formarse. 





Razonamos así: Como es formación de números estamos en variaciones. Un número es par cuando 
termina en cero o en cifra par, por lo tanto, en este caso los números pares de 3 cifras tienen la forma: 


xxO; xx2; xx4 y xx8 


En cada uno de los 4 caso dejamos fija una de las 5 cifras que nos dan y variamos las restantes de 
2 en 2, por lo tanto, los cálculos los realizamos así: 


4 Va 2 =4-4-3 = 48 


Pero en los números que hemos formado, los que empiezan en O no son de 3 cifras, por lo tanto, 
tenemos que restarlos, y son de la forma 0x2; 0x4 y 0x8. 


Estos 3 casos de números se forman dejando fijas 2 cifras y variando las otras 3 de 1 en 1, por lo 
tanto: 


3 V3,1 =3:3=59 
El número total de números pares de 3 cifras que podemos formar es: 


¿Vas -3Va1 =48-9 = 39 Resp. 39 números 


Problemas de combinatoria en donde 
se tiene en cuenta la clase de los elementos 






Ejemplo d) Con las cifras del 1 al 9, ambas incluidas ¿Cuántos números de 5 cifras se pueden formar, 
con la condición de que las tres primeras sean pares y las dos últimas impares? 





Razonamos así: Como es formación de números estamos en variaciones. En cada número que formemos 
hay dos clases de elementos, las cifras pares y las impares. 


Los números formados por 3 cifras pares son V4. 3 porque disponemos de (2,4,6 y 8) 4 cifras para 
variarlas de 3 en 3. 


Los números formados por 2 cifras impares son Vs 2 porque disponemos de (1,3,5,7 y 9) 5 cifras 
para variarlas de 2 en 2. 


En la formación de los números de 5 cifras, por cada grupo de 3 cifras pares podemos formar Vs > 
números, por lo tanto, por todos los grupos de cifras pares podemos formar. 


Va a Vs 2 =(4:3:2)(5:4) = 480 Resp. 480 números 








tjemplo e) En una reunión hay 8 mujeres y 6 hombres. Calcular cuántos grupos de 7 personas pueden 
hacerse con la condición de que cada grupo esté formado por 4 mujeres y 3 hombres. 





Razonamos así: Como en la formación de los grupos no influye el orden de colocación estamos en un 
problema de combinaciones. 
Cada grupo tiene la forma MMMMHHH no importando el orden en que se coloquen las letras, 


pero hay dos clases de elementos, las mujeres y los hombres, así que formamos independientemente los 
grupos de las mujeres y los grupos de los hombres. 


Los grupos que podemos formar con las mujeres son Cg 4. pues disponemos de 8 elementos para 
variarlos de 4 en 4. 


Los grupos que podemos formar con los hombres son Cg 3, pues disponemos de 6 elementos para 
variarlos de 3 en 3. 


En la formación de los grupos formados por 4 mujeres y 3 hombres, por cada grupo de mujeres se 
forman Cg,3 grupos de hombres, por lo tanto, por todos los grupos de mujeres se formarán : 
8! 6 | gl. 6l 8:7-6:5:4+ 6-5.4.3+ 


Ca.4* Cs. = ar aca Sa Dal araraiar aar = 1400 


Resp. 1400 grupos 


Ejemplo f) Se dispone de 5 libros de matemática, 3 de física y 4 de biología. Si cada libro es de 
diferente autor, calcular de cuántas maneras diferentes se pueden colocar en un estante 
con la condición de que los de cada materia siempre estén juntos. 





Razonamos así: Como al formar un grupo influye el orden de colocación es un caso de variaciones, pero 
como en cada grupo entran todos los elementos son permutaciones. 


En cada grupo entran tres clases de elementos, los libros de matemática, los de física y los de 
biología. 


Formamos independientemente los grupos con cada clase de libro. Con los de matemática 
formamos Ps grupos, con los de física Pz y con los de biología P4. 

Si colocamos los de matemática, después los de física y por último los de biología formaríamos 
P5s.P3.P4 grupos, pero ese orden de colocación podemos variarlo de P3 formas, por lo tanto, finalmente 
resulta: 

(Ps.Pa.Pa)Ps = 5!1-3!.4!.-3| = 103680 
| Resp. Los podemos colocar de 103680 maneras 


Ejemplo g) De cuántas maneras pueden repartirse 5 juguetes diferentes a dos niños dando 2 juguetes 
a cada uno de ellos cada vez. 


:302 


Razonamos así: Es un problema de combinaciones porque en la formación de los grupos no influye el 
orden de colocación. 


Al primer niño le podemos entregar sus 2 juguetes de Cs ¿ maneras, porque disponemos de 5 
elementos para variarlos de 2 en 2. 


Al segundo niño le podemos entregar sus 2 juguetes de C3 2 maneras porque solamente disponemos 
de 3 elementos para variarlos de 2 en 2. 


Por cada par de juguetes que entregamos al primer niño, al segundo le podemos entregar Cz 2 
pares, así que con los Cs 2 pares que entregamos al primero haremos un total de : 


251 O. 3 o _ sio 3. | 
Cs,2:€3,2 = 25-23)" 23-2) 213 2111 qaea. 30 


Números combinatorios 


Sim y m son dos números enteros y positivos tales que, m2 n y m >0, llamamos número 
combinatorío al cociente. 


m! 
niim-—n)! 


Al número m se le llama base o numerador y al número n se le llama orden o denominador, 


ña 5 E mA m 11] 
El número combinatorio se anota | =| y se lee " m sobre n”. 


El nombre de número combinatorio tiene su justificación porque: 


m. 


m 
a = Cmon; por lo tanto, fu | = Cm.n 





Propiedades de los números combinatorios 


A) Cualquier número combinatorio de denominador cero es igual a uno. 


m m! m! m m0 m 
] L— (HA A Ñ í ] —Á | l + A A ———— A A -— 4-mi —— ' pal 
En efecto (0 Olm-0)1- Pero por convento O! = 1, así que: Olm-=0)] 1 > | ] 1 


B] Cualquier número combinatorio de denominador igual a 1 es igual al numerador. 


m]__m!  _mim-tt _ m] 
En efecto |"; ] 1Mm=111 Li apr > 15] m 


C) Dos números combinatorios de ¡qual numerador, tales que, la suma de sus denominadores 


sea igual al numerador son iguales y se les llama números combinatorios comple— 
mentarios. 


mi _| m A E 
[a] = Pat porque n+im-=n) =m 


—.363. — 


] m| __mi mo] _ m! a — Ms 2 | 
En efecto + pan] nim="$ 1 ? Er (m-nm-(m=n)] — (m—n)!n! 


que es lo que queriamos demostrar. 





D) La suma de dos números combinatorios del mismo numerador, cuyos denominadores son 
números consecutivos, es igual a otro número combinatorio cuyo numerador es una 
unidad mayor que el númerador común y cuyo denominador es igual al mayor de los 


denominadores. 
(5) + Lota) = (523) 
n| n+1 n+1 
Ejemplo: [5] + [5] = ul en efecto: 
[5) + (3) = IC mam “ata "142088 
3) dada Fear 9. luego [5] + (5) =(3) 


Triángulo aritmético o de Tartaglia 





Esta última propiedad de la suma de dos números combinatorios nos permite calcular cualquier 
número combinatorio usando un artificio en forma de triángulo que se llama triángulo de Tartaglia. 


Ja UU E E 


En esta colocación de números combinarios podemos observar que : 


a) Los lados laterales del triángulo valen uno. 


D) Cada número combinatorio es igual a la suma de los dos números combinatorios que están 
escritos encima de él, 
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Apoyándonos en estas propiedades podemos construir un triángulo con los valores de los números 
combinatorios sin necesidad de calcularlos uno a uno, para lo cual procedemos así : 


a) Formamos los lados del triángulo con números iguales a la unidad. 
b) Debajo de cada número colocamos el número que es la suma de ellos. 


1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 ó 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 





En cursos anteriores ya hemos estudiado las potencias de los binomios latb)? y tazb)? y 
siguiendo los mismos métodos podemos calcular otras potencias. 


la+b)! =a+b 

(a+b)? =a*+2ab+b* 

(a+b)J? = ad +33%b+3ab* +b* 

(a+b)* = a*+4a37b+62?b? +4ab* +b* 

ta+b)* =a5+52*b+10a*b?+10a?b* +5ab* +b*, etc. 


Si comparamos los coeficientes de los diferentes desarrollos de las potencias de (a+b) con los 
valores del triángulo de Tartaglia veremos que son iguales. 


Coeficientes Triángulo 
: | 
ta+by! as 1,1 A > > > 1 1 
la+b)? 1,21 1 2 1 
ta+bé + 1,3,3,1. ————_—_——» o 13.3 1 
la+bI* 3 1,4,6,4,1 —_——_—_—_—_—_——» 1 4 6 4 1 
la+b)? > 1,55,10,10,51 —_— 1 5 10 10 5 1 


Como los números del triángulo son los valores de números combinatorios, podemos sustituir los 
coeficientes de cada desarrollo por números combinatorios, Asi: 
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aro > [eje (1) 

(a+b)? E a+ [Habs [2] 

aros > (¿ju (Jeve(¿jes- [o 

la+b)? > [3 a+ [a+ [3 12%02+[ Ja” + ME 
aso + (¿Joso SJutos or (¿Jetor [Jue [Eo 


En estos desarrollos podemos observar lo siguiente : 


A) El número total de términos de cada desarrollo del binomio es una unidad mayor que el 
exponente de la potencia de (a+b). 


En efecto; (a+b)* tiene 2+1 =3 términos: (fa+b)? tiene 3+1 =4 términos, etc. 


B) El desarrollo de la potencia del binomio (a+b) es un polinomio completo y ordenado en forma 
decreciente con relación a a yen forma creciente con relación a b, y cuyos coeficientes son números 
combinatorios de numerador la potencia de (a+b) y cuyos denominadores van desde cero hasta dicha 
potencia. 


C) En cualquier término del desarrollo del binomio (a+b) la suma del exponente de a más el de b 
es igual a la potencia de (a+b). 


D) El exponente de a, en cualquier término es igual a la diferencia entre el numerador y el 
denominador del número combinatorio que tiene como coeficiente,y el exponente de b es igual al 
denominador de dicho coeficiente, 


E) El coeficiente de cualquier término es igual a un número combinatorio que tiene como 
numerador la potencia de (a+b) y como denominador el mismo número que representa al término 
menos una unidad. 


F) Los coeficientes equidistantes de los extremos son iguales porque son números combinatorios 
complementarios. 


Teniendo en cuenta estas observaciones podemos generalizar para obtener el desarrollo del binomio 
(a+b)”. 


(a+b)" = [9] gn. po+ [5] ant.py+ [2] gn=2.p2+4 [3] a03.p3+ A O a 


¿A onek, pk | A [| ¿n-(n-2),pn-2 O O A LS A 
+ [p). : +..+ [27] , +[.7,Ja b +[Ja b 


Esta fórmula se llama Fórmula del binomio de Newton 


La fórmula de término de lugar k es: Ti = 2 ] ¿n= ik-1), pk-1 


k 


Ejemplo a) Desarrollar cada una de las siguientes expresiones: 


al (x+y)%; b)(a?b+xy*)*; (E 





a) (x+y)? + (xy? -= [5 yo. [4] 071.914 [5] y0=2. 424 [3] ea [4] e e 


Los valores de los números combinatorios los calculamos aplicando el triángulo de Tartaglia. 


Potencia 1 A 1 

Potencia 2 > -jlT=— >»? > 1 

Potencia 3 ooo, 3 3 1 

Potencia 4 q» 1 4 6 4 1 
l l | l | 


4 a 14 
1 3] - 
Sustituyendo estos valores en el desarroilo y efectuando operaciones resulta: 


y = (1) 144 y + (65 y? +4) «y +10 y 


Resp. a) (x+y)? =x%+4x y+6x?y? + 4xy* +y* 


b) (afb+xy9) + (afb+xy?)? = (5) (a2b)91xy?)9 + (5) 201*-097 + (3)(820)%002)2+ 


+ E (a?b)?(xy?)* + H (a?b)xy?)*+ (5) (a?b)% xy?) 


Los valores de los números combinatorios los calculamos aplicando el triángulo de Tartaglia y 
resulta: 


Potencia 5 >» 1 5 10 10 5 1 
J J j l l j 


[5] [5] [5 5 5 5 
o 1 2 3 a 5 
(a7b+xy2)9 =(1)(a1%5)11) +(5)2%b0%xy?+(10)9%bx2y*+(1013402y9+(5)22bx%yP +(1)11)P y!2 


Resp. b) (a?b+xy?)5 = a %b5+595b4xy?+102%b4x2y*+1094b?2x y? +59?bx%y? +xPy10 
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A RE ERICA 
CI 


Calculando los números combinatorios por medio del Triángulo de Tartaglia, efectuando 
operaciones y simplificando resulta : 


(Jo (de e e 


al en na ES 
ES 
| mio ii ii de pt 


Ejemplo bj) Calcular el término que se indica en cada caso: 


q 





3) El tercer término del desarrollo (x? -fx)8 
b) El cuarto término del desarrollo ( E $ Loro 
E 


c) El término central del desarrollo (fx y)? 





En la fórmula del binomio de Newton hemos visto que la forma general de un término es: 
la+b)" En Tk = EN gn” IKk-1), pk-1 


a) Ty =? en (1-3? - Ta — PA (937 < [5] (2)872 (fx)? 


8l 2c..2-81 __ 31 _8:7:6t_ AA 
(2) =68,2 = 286-231 "21601 216 o >? e (28)x12(+x) = 28x 


| Resp. al Ta =(28)x!* 
b) Ta =7? en ( - «Loro > Ta= PAE F (9) (3 


101, _ 10!  __10! _10-9:8-A_ 
Ls) = 103 =* aman 31 321712 


S a AX 490 2A1X 120a(x 
Ty 0 A | Resp. | bl T, = 


Xx 


Cc) T,g de ( xy? 3 Como el desarrollo tiene 6+1 = 7 términos el término central es el 4% 
161 13156-3.(-31153 le A 
. [5] ds (5) =Cs.3 = 36-391 "3131 3-2.1-9F o 


Ta =(20)(x)([ —y) = —20xy ¡ Resp. Cc) Ta = -20xy 


EJERCICIO No (43) 
Aj Resolver cada uno de los siguientes ejercicios. 


(1) Calcular el número de variaciones que se pueden formar en cada caso: a) Ternarias de un 
conjunto de 10 elementos; b) Cuaternarias de un conjunto de 7 elementos. 


(2) Desarrollar cada una de las siguientes expresiones: a) Vma: DJ Vim+ 31.45 0) Vim-2),3 
(3) Calcular cada uno de los siguientes factoriales: a) 51; b) 10!; c) nl: di) (n+1)!; e) Jn—-1)! 
(4) Transformar a factorial cada una de las siguientes expresiones: 
a) 51-6-7; b) 63-62-61-60!; Cc) (n+1)(n+2)(n+3)(n+4); dd) (n-1)(n-2)(n—3)(n-4)! 
(5) Dado el conjunto A = (a,b,c,d,e); al Calcular el número de permutaciones que se pueden 
formar cun los elementos del conjunto A; bj) Formar 3 permutaciones con los elementos de 


dicho conjunto. 


(6) a) Calcular las combinaciones ternarias de un conjunto de 10 elementos; b) Calcular las 
combinaciones cuaternarias de un conjunto de 8 elementos. 


(7) Con 5 potes de pintura de diferentes colores ¿Cuántos colores pueden formarse si las 
mezclamos de 3 en 3 en la misma proporción? 


(8) Se dispone de 8 banderas diferentes. ¿Cuántas señales pueden hacerse izándolas de 3 en 3? 
(9) Un depósito de agua tiene 7 tubos de salida de diferentes diámetros. Calcular en cuántos 
tiempos diferentes puede vaciarse el depósito, sabiendo que cada vez se emplean 4 tubos 


simultáneamente. 


(10) Se dispone de 4 campanas que emiten sonidos diferentes. ¿Cuántos sonidos diferentes 
pueden emitirse si se hacen sonar 3 campanas simultáneamente cada vez. 


(11) En una carrera de caballos intervienen 8 ejemplares. ¿De cuántas maneras pueden llegar a la 
meta suponiendo que llegan de uno en uno?. 


(12) Se dispone de 4 franjas de tela del mismo tamaño de colores diferentes. ¿Cuántas banderas 
de franjas horizontales pueden hacerse?. 


(13) ¿Cuántos sonidos diferentes pueden emitirse pulsando 4 teclas de un piano?. 





B) Resolver cada uno de los siguientes ejercicios. 


(14) Se dispone de las cifras 1,2,3,4 y 5, Calcular cuántos números de 4 cifras,que no se repitan, 
pueden formarse,con la condición de que terminen en 3. 


(15) Con las cifras del número 123786, calcular cuántos números de 4 cifras,que no se repitan, 
pueden hacerse,con la condición de que empiecen en 7 y terminen en 3 


(16) Con las cifras 1,2,3,4,5 y 6. ¿Cuántos números de 4 cifras,que no se repitan,pueden formarse 
con la condición de que en todos ellos intervenga el 5?. 
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(17) Con las cifras del número 120486, calcular cuántos números de 3 cifras, que no se repitan, 
pueden formarse. 


(18) Con las cifras del número 850432, calcular cuántos números pares de 4 cifras, que no se 
repitan, pueden formarse. 


(19) Con las cifras del número 34725, calcular cuántos números menores de 5000 pueden 
formarse considerando que las cifras no pueden repetirse. 


(20) Con las cifras de 1 al 9, ambas inclusive, ¿Cuántos números de 4 cifras pueden formarse con la 
condición de que las dos primeras sean pares y las dos últimas impares, y que las cifras no 
pueden repetirse. 


(21) En una piñata hay 10 niñas y 8 niños. Calcular cuántos grupos de 6 personas pueden for=— 
marse,con la condición de que cada grupo esté formado por 3 niñas y 3 niños. 


(22) Se dispone de 10 consonantes y las 5 vocales. ¿Cuántas palabras pueden formarse sabiendo 
que cada palabra está formada por 3 consonantes y 2 vocales y que las letras no se repiten. 


(23) Se dispone de 6 libros de matemática, 4 de física y 5 de bilogía, si cada libro es de un autor 
diferente, calcular de cuántas maneras pueden colocarse todos ellos en un estante, con la 
condición de que los de cada materia siempre estén juntos. 


(24) Se dispone de 3 libros de matemática, 3 de física y 3 de biología. Si cada libro es de un autor 
diferente, calcular de cuántas maneras pueden colocarse todos en un estante, con la 
condición de que todos los de matemática siempre estén juntos. 





C) Resolver cada uno de los siguientes ejercicios. 
(25) Calcular el valor de cada uno de los siguientes números combinatorios: 
57. 61. 57. A 
a (5): (3): a (5): a(9]: (7) 
(26) Calcular el valor de las siguientes sumas: 
6 ST. ia PIO. 107. 8 8 
o [3)+(5): »[8)+[8): a (5)+(5) 


(27) Desarrollar cada una de las siguientes potencias por la fórmula del binomio de Newton. 


- SN 
6; 342 413,214, ar ¿Dys 

a) (a+b)%; b) (adb?+xy?)?; e) ( p+ 5) 

(28) Desarrollar cada una de las siguientes potencias por la fórmula del binomio de Newton: 


a) (ad—b2)% b) (x-4x15: c) (e-)s 
Es 


(29) Calcular el término que se indica en cada caso: 


a) El tercer término del desarrollo (a?+ Y a)?; 


b) El cuarto término del desarrollo ( a - Ln, 
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(30) Calcular el término central de cada uno de los siguientes, desarrollos. 
as y (1-13) e) (-1-Lor2 
Ll > s 


=y 12 EE 
(31) Calcular: a) Ta en 4; p) T, en ($ > Js e) Penúltimo término de (a7* +a73/2)10 
5x*y* | Xx 


AAA RESPUESTAS 





(1) a) Vioa =720; b) Vy ¿4 = 210; (2) a) Vn,¿ = mim-1)(m-2); 
D)Vim+ 31,4 = (m+3)(m+2)(m+1)(m); 

Cc) Vim-2),3 = (m-2)(m-3)(m-4); (3) a) 5! = 120; 

b) 10! = 3628800; c) n! =n(n-1)(n-2)(n-3) .., 5-4:-3-2-1; 

d) (n+1)! = (n+1)(nm (n-1) ...4:3:2-1; 

e) (n= 1)! = (n-1)(n-2)(n-3) ... 4:3-2-1; (4) a) 7!; b) 63!; 

c) (n+4)!; d) (n—-1)!; (5) a) 120; b) abcde; eabcd; deabc; 

(6) a) Cio. 3 = 120; b) Cga4 =70; (7) 10; (8) 336; (9) 35; 
(10) 1; (11) 40320; (12) 64; (13) 15; (14) 12; (15) 12; 
(16) 96; (17) 100; (18) 204; (19) 157; (20) 240; (21) 6720; 
(22) 1728000; (23) 12441600; (24) 30240; 

(25) a) 5; b) 15; c) 1; d) 1, e) 7; (26) a) 35; b) 462; c) 112; 
(27) a) (a+b)? = a*+6a*b+153%b*+20a*b*+152%b%+6ab? +b*; 

b) (adb? + y?)9 = a1?b?+4aPb8x y? +69 bx y 4 + 443b2 y? +31 ?y8 


a? ,b%ys _al? 52? 4 «y bf ¿DIO 
A rr ler 
(28) a) (a? —0?)? =a'?-4a%b?+68%b* -4a?p*+b8; 
b) (x= 439 =xP-=5x 4 x+10x% 10 x+5x xx; 
4,1 


c) tia he == 
x? eS 
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(29) a) Ta = 15819; b) Ta 


bp T. =- BAR, ¿7 


3 e 





Evento O $suceso.— Los acontecimientos de la vida social física y matemática o experimental pueden 
ser, ciertos o dudosos posibles o imposibles. A cada uno de estos acontecimientos se le llama evento 0 
Suceso. 

Cuando se puede predecir el resultado de un acontecimiento o experimento, decimos que es un 
acontecimiento no aleatorio o determinístico. 


Cuando no se puede predecir el resultado de un acontecimiento, aunque se repita indefinidamente, 
decimos que es aleatorio. En los sucesos o acontecimientos aleatorios no conocemos el resultado hasta 
que se ha realizada el suceso. 


Son sucesos aleatorios 


a) El lanzamiento de un dado, porque no sabemos que número va a salir, 
b] La extración de una carta de una baraja, porque no sabemos qué carta va a salir. 
C) El tirar una moneda al aire, porque no sabemos si va a salir cara o sello. 


No son sucesos aleatorios 


a) Una reacción química, porque sabemos el resultado antes que se produzca el suceso. 


bj La velocidad de llegada al suelo de una pelota dejada caer desde lo alto de una torre, poque 
sabemos el resultado antes de que se realice el experimento. 


Los sucesos que se producen por azar no se pueden prevenir ni evitar porque no se conocen las 
causas que los originan. Estos sucesos tambien se llaman fortuitos, 


Probabilidad.- Es la característica de un suceso para que éste se realice. 

Al grado de probalidad de que se realice un suceso se le asigna un número según la siguiente 
escala. 

Un suceso cierto tiene como probalidad el número uno y un suceso imposible tiene probabilidad el 
número cero, por lo tanto, cualquier suceso dudoso tiene una probabilidad comprendida entre O y 1. 
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Cálculo de probabilidades 


Por definición, la probabilidad de que ocurra un suceso es igual al cociente que resulta de dividir el 
número de casos favorables de que ocurra dicho suceso entre el número de casos posible. 


Casos favorables _€r 
Probabilidad = Casos posibles. , P "5 


La probabilidad de que no ocurra un suceso es igual a uno menos la probabilidad de que ocurra. 
Pp” =1-P 


P => Esla probalidad de que se produzca un suceso 
P* + Esla probabilidad de que no se produzca dicho suceso. 


Es fácil ver que la suma de la probabilidad de que ocurra un suceso más la probabilidad de que no 
ocurra es una certeza, es decir, vale uno. 


Espacio muestral. - Es el conjunto de todos los casos posibles que se pueden dar en un suceso o 
experimento aleatorio y se le suele anotar con la letra E. 


Si lanzamos al aire un dado y anotamos el número que sale, los resultados son: 1,2,3,4,5 y 6, por 
lo tanto, el espacio muestral es: E =(1,2,3,4,5,6) 


Un espacio muestral es finito cuando esta formado por un número finito de sucesos y es infinito 
cuando está formado por un número infinito de sucesos. 


Espacio de sucesos.- Dado un experimento cuyo espacio muestral es E, se llama suceso a cada uno 
de los subconjuntos de E. 


El espacio muestral relativo a lanzar un dado es: E =(1,2,3,4,5,6). 


El suceso " salir par” + esel subconjunto; (2,4,6) 


El suceso ” salirimpar " + es el subconjunto; (1,3,5) 
El suceso ” salir cero" + esel conjunto vacio; 


Sucesos incompatibles. - Son aquellos que no pueden ocurrir simultáneamente, por ejemplo; que al 
lanzar una moneda al aire salga cara y sello simultáneamente. 


Sucesos compatibles.-- Son aquellos que pueden ocurrir al mismo tiempo, por ejemplo; que al lanzar 
un dado al aire salga un número par y que sea múltiplo de 3. 


Sucesos independientes.- Dos sucesos, A y B.son independientes cuando la probabilidad de que se 
produzca uno de ellos no depende ni influye que se produzca el otro. 


Ejemplo a) Se lanza un dado al aire. Calcular la la probabilidad € de que: 
a) Salga el 4; b) Salga un número par; Cc) Que no salga el 5. 





Razonamos asf: Sabemos que un acontecimiento cierto tiene uno de probabilidad, que un aconte-— 
cimiento imposible tiene cero de probabilidad, y que para determinar la probabilidad de un 
acontecimiento dudoso dividimos el número de casos favorables entre el número de casos posibles. 
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a) Que al lanzar un dado salga el 4 


Casos favorables => Que salga el » 4 +» 1solo caso 
Casos posibles > Pueden salir el 1,2,3,4566 3 6casos 


| as _ Casos favorables LA AÑ 
OOO on posibles ” ¡ar | Resp. al 23 
b) Que al lanzar el dado salga un número par 
Casos favorables + Que salga el 2,466 > 3casos 
Casos posibles + Pueden salir el 11234566 >» 6casos 
dista e SASOS TAM 3. _ 1d O 
Probabilidad = Casospos — 6/2 Resp. a) P = > 


c) Que no salga el 5 
Calculamos la probabilidad de que salga el 5 y uno menos el valor de esta probabilidad es la 
probabilidad de que no salga el 5. 


Probabilidad de que salga el 5 
Casos favorables >» Que salga el 5 >= un solo caso 
Casos posibles + Pueden salir el 1,2,3,4,566 + 6casos 


Probabilidad = Casos fav 1 ¿p< 


1 
” Casospos 6 6 
5 


Probabilidad de que no salga el 


ias, BS AN, 
Pp A | Resp. e) P- = + 


| Probabilidad compuesta 


Cuando dos sucesos A y B son independientes, la probabilidad de que ocurran los dos sucesos se 
llama probabilidad compuesta y se calcula multiplicando las probabilidades parciales. 


P(A y B) = P(A)*P(B) 


PIAyB) >» Esla probabilidad de que ocurran los sucesos Á y B 
P(A) 3 Esla probabilidad de que ocurra el suceso A 
PIB) 3 Esla probabilidad de que ocurra el suceso B 


Observación.- Para determinar una probabilidad compuesta nos podemos orientar por la letra y 
porque en todos los casos decimos que sucede tal cosa y que sucede tal cosa. 
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Ejemplo b) Calcular fa probabilidad de que se produzcan los siguientes sucesos: a) Que al lanzar un 
dado y una moneda salga 2 y sello; b) Que al sacar una pelota de una bolsa donde hay 
4 rojas y 3 negras y al lanzar un dado salga sello y una pelota negra. 





Razonamos asf: Como son probabilidades compuestas hallamos la probabilidad de cada suceso y 
después lo multiplicamos. 


a) Probabilidad de que salga 2 y sello 





. | e . Gas faw _ 1 | = 
Probabilidad de que salga 2 =>» P(A) > CAS pos 6 Resp. P(A) = ; 
SL a Pe | Cas fav _ 1 a 
Probabilidad de que salga sello + P(B) Caspos 2 | Resp. P(B) = yy 
mAs | y | Y + 1 
Probabilidad de que salga 2 y sello. + P(A y B) = P(A)xP(B) = E El 
E, 
Resp. P = 12 
b) Probabilidad de que salga sello y pelota negra. 
Sit : ! | | | _Casfav _ 1 
Probabilidad de que salga sello >+ P(A) > P(A) ET 
ANS le 
| Resp. P(A) = > 
Probabilidad de que salga pelota negra 3 P(B) 
Casos favorables + Que salga pelota negra = 3casos 
Casos posibles +» Que salga cualquier pelota >3 4R+3N > 7 casos 
Es _Casfav_ 3 0 | A 
Probabilidad P(B) = Caspos ” 7 Resp. P(B) = 7 
AS | | bas 1313 
Probabilidad de que salga sello y pelota negra. + P(A y B) = P(A)x*P(B) = "+= 


Sucesos compuestos.- Son los sucesos que dependen los unos de los otros e influye el orden en que 
ocurran, por ejemplo; que cuando lanzamos una moneda al aire salga 1% cara, 2? sello y 3% sello, 
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| Probabilidad total 


Cuando un acontecimiento puede producirse de varias maneras diferentes, la probabilidad de que 
se produzca es igual a la suma de las probabilidades correspondientes a cada manera particular de 
producirse, con tal que estos diferentes modos de producirse no pueden presentarse simultáneamente. 


Pr = Pr +P2+P3 


Observación.- Para determinar una probabilidad total nos podemos orientar por la letra O porque en 
todos los casos decimos que sucede tal cosa o tal cosa. 


Ejemplo c)En una bolsa hay 4 bolas rojas, 2 verdes, 5 azules. Calcular la probabilidad de que al sacar 
dos bolas sean: a) o azul o roja; b) o verde o azul. 





Procedemos así: Como cada suceso puede producirse de varias manera, la probabilidad es total, por lo 
tanto, calculamos las probabilidades parciales y las sumamos. 


a) Que salga bola o azul o roja 
Probabilidad de que salga bola azul + Py 


Casos favorables > Como hay 5 bolas azules > 5 casos 
Casos posibles » Que salga cualquier bola =>» 4R+2V+5A 3 11 casos 


SGAE Cas fav _ 5 5 
Probabilidad *; Cas pos 11 | Resp. Py = 11 


Probabilidad de que salga bola roja > Pa 


! > _Casfav_ 4 ARES 
Probabilidad Po e pos — 1 | Resp. Pz = 11 
Probabilidad de que salga o azul o roja 
a E | o _9 
b) Que salga bola o verde o azul 
2 _Cas Tax 3. - _Cas fav: 3 
(verde) = Cas pos 11” lazull ” Cas pos 11 
P =P +p A | Resp b)P= 
[rotal),  "(verde)'"? (azul 47% 11 91 : 11 
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Sumatoria 


La letra griega 2 (sigma) se emplea en matemática para representar la suma de varios términos 
cuando se conoce la fórmula o expresión del término general. 


n= 7 
Ejemplos: a) X xp > significa la suma de los términos comprendidos entre n =3 y n =7 
n=3 
n=7 
cuyo término general es xy es decir: —L Xp =X3+X4+xX5 +Xó +X7 
n=: 
n= 6 
bD E x= 
n=2 


c) Y Ke =k+od+od 
1<n54 


Las propiedades más importantes de la sumatoria son: 


A) La sumatoria de una suma algebraica es ¡igual a la suma algebraica de las sumatorias de los 
términos. 


2 (aj+bj¡-=ci) =2 aj+ 2 b¡- 2 cj 


B) En la sumatoria de una constante por una variable, se puede sacar la constante fuera de la 


sumatoria. 
n=5 | n = 5 
2 4x7 = 4x2 +4x 4440 = 4x2) =4 1 y 
no? n= 2 


C) La sumatoria de una constante es igual a la constante multiplicada por el número de valores 
que toma la variable de la sumatoria. 


Ejemplo a) Desarrollar cada una de las siguientes sumatorias 


I 4 t= d | = me+2 


A bo) 2 ayi; Cc) 2  (4x¡-—yj) 


] iI=0 | = m 


a) 


" PAN 


Como la notación de sumatoria es la forma abreviada de anotar la suma de los términos en donde 
se indica el valor y número de términos, en cada caso tenemos que interpretar la notación; así: 
Í 4 i= 4 
x »  Enesta notación xi es el término general y el símbolo X indica la suma 
¡= 1 


a) 


Ii Pin 


de x¡ desde el 1 hasta el 4; 


== 





' 


| Resp. al 1 x=x+x+x tx 
li = 1 
¡=4 ¡=4 
bl Y ay +  Enesta notación ay, es el término general y el símbolo É indica la suma 
¡m0 | ¡=0 
de ay; desde O hasta 4. | | 
¡=4 
| Resp. b) Lay =ayotay;+ ay2+ay3+aya 
—i=0 
| = m+ 2 
c) E (4x-y) > En esta notación (4x;- y¡) es el término general y el símbolo 
| =m j = m+ 2 
y indica la suma de los elementos del paréntesis desde m 
| = m hasta m+2, 
| | = m+2 
| Resp. c) 2 (4x-y) =(4xm-Ym! +(4Xm+ 1" Ym+ 1) +(4%m+ 27 Ym+ 2) 
: cai 





Ejemplo b) Expresar en notación de sumatoria cada una de las siguientes sumas. 


3) X4+HxXs+xX6+X7; b) ax, +ax; +9x2 +9x3+9x4; Cc) la—-xs) +[(a-—xg) +(a—x7) +(a—xg) +(a-—xg) 





Como nos dan la suma solamente tenemos que determinar dónde empieza y dónde termina la 
variable. 


pp 7 
| Resp. a) xa+xs+xa+x = Í y 
i=4 
¡| = 3 
| Resp. b) ax,¿+ax; +ax23+9x3 = $ ax; 
¡m0 
li= Y 
| Resp. Cc) (a—x5) +(a—xg) +(a-x>7)+(a—xg)+(a-x9) = 2 (a-x;) 
l= "5 





Ejemplo €) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones para: 
M4d=1; a=2; a3=3; 4 =4; a =5 
Z = 5 i=5 
Xxis b) 2 3x5; c) 2 (10-—xj 
1 |= 7] ¡| = 


a 


a) 


y in 


En cada caso escribimos las sumatorias en forma de suma y después sustituimos las letras por sus 
valores. 


a) Xi =X1+X9+X9+X4 = 1+2+3+4 = 10 | Resp. a) 10 


il 
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5 
3x = 3x1 +3X2+3x3 +3x4 +3x5 = 3(1)+3(2) +3(3) +3(4) +3(5) = 3+6+9+12+15 = 45 


| Resp. b) 45 
¡m5 


c) YX (10-x¡) = (10—x2) +110—x3) +1(10—x4) +110-X8) = (10-2) +(10-3) +(10-4) +(10-—5) 
eS =8+7+6+5 = 26 | Resp. c) 26 


b) 


n Fin 


EJERCICIO No (44) 
A) Resolver cada uno de los siguientes ejercicios. 
(1) Indicar: a) Tres sucesos no aleatorios o determinísticos; b) Tres sucesos aleatorios. 
(2) Si lanzas al aire un dado indica: a) Dos sucesos incompatibles; bj) Dos sucesos compatibles 


(3) Se lanza un dado al aire. Calcular la probabilidad de que: a) Salga el 1; b) Salga un número 
par; ec) De que no salga el 3. 


(4) Se efectúa una rifa, indicar qué debe ocurrir para que la probabilidad de que toque el premio 
sea; a) 1; b1O 


(5) En un examen de matemática la probabilidad de pasarlo es 3/5. Calcular la probabilidad de 
no pasarlo. 


(6) Calcular la probabilidad de que se produzcan los siguientes sucesos: a) Que al lanzar un dado 
y una moneda salga 5 y cara; b) Que al sacar una pelota de una caja donde hay 3 verdes y 5 
rojas y al lanzar un dado salga una pelota roja y salga cara. 


(7) Calcular la probabilidad de que al lanzar un dado salga; 
a) par—par—impar; b) par—primo—múltiplo de 3. 


(8) Se lanzan simultáneamente dos dados. ¿Cuál es la probabilidad de que la suma de sus puntos 
sea 5?. 


(9) En una caja hay metras blancas y negras. Si la probabilidad de sacar una metra negra es 4/7. 
¿Cuál es la probabilidad de sacar una blanca?. 


(10) En una caja hay 4 metras rojas, 3 verdes y 6 azules. Calcular la probabilidad: a) De que al 
sacar dos metras una después que la otra y devolviendo la primera a la caja, las metras sean o 
azul o roja; b) Que sean o verde o azul. 


(11) Resolver el mismo problema anterior, pero considerando que la primera metra que se saca no 
se devuelve a la caja. 


(12) Calcular la probabilidad de que al lanzar un dado dos veces salga: 
a) 2y6; b1266; €) par y 1; d) impar ó 3. 


(13) La probabilidad de que un motor falle en el suministro de gasolina es 0,2 en la electricidad 0,3 
y en la temperatura 0,5. Calcular la probabilidad de que el carro sea perfecto. 
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B) Desarrollar cada una de las siguientes sumatorias. 


me 3 
(4x¡y¡-a) y 
m 


5 | 
3ax; P (16) 
o ¡ 


yd 
(14) Y y; (15) 


pp. 1 i 


M min 
WN FI 


C) Expresar en notación de sumatoria cada una de las siguientes sumas. 
(17) X3 FXy FxXs +Xg +X7; (18) a?y, +a*y, +a? ys +a?tya +a? ys; 
(19) (2x-—ya2) +(2x—ya) +(2x-—y5) +(2x-yg) ; 


D) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones para: 
x1=3 x2=5; x3=7; x4 =9; xs = 11 


|=4 p=5 % 1. 9 2x; 
(20) E x; (2) 2 Sa. (22) X (+2); 
|= 1 p=2 jm 1 
RESPUESTAS = : a 


(1) a) Después del jueves viene el viernes; La combinacion de dos 
moléculas de hidrógeno y una de oxígeno de agua, etc;  b) El 
lanzamiento de una moneda, porque no se sabe si va a salir cara o 
sello; El extraer una carta de una baraja, porque no sabemos qué carta 
va a salir; (2) a) Que al lanzar al aire un dado salga 1 y 2; Que al 
sacar una carta de la baraja salga copas y espadas; b) Que al lanzar al 
aire un dado salga un número par y también múltiplo de 3; Que al 
sacar una carta de la baraja sea un 2 y oros. 


(3) a) +; b) +; c) —: (4) a) Que compre todos los números; 


b) Que no juegue a la loteria; (5) Z. (6) al =; b)= 


ES. E: 5 
De LL, 0: (8) +; (9) Í; 110) 8,2. 1, 2. 
) 12' g' 7 13 + 
a 19. E: A: A 
(11) al 33 : bl) — >6' (12) a) 36" b) 3 F Cc) 13 d) 3 F 


(13) 0,28; (14) y, +y2+y3+ya; 

(15) 3ax, +3ax, +3ax2 +38x3 +38x4 + 38x5; 

(16) (4XmYm73) +(4Xm+ 1Ym+ 178) +(4Xm+ 2Ym+ 273) + 
- 


aty; (19) 
1 ¡ 


iz 7 
+(4xm+3Ym+2-a); (17) E x; (18) 


l=3 ] 


(20) 24; (21) 48; (22) 15 


(2x-y;) : 


v mil 
iv Mm 





ESTADISTICA 


Variable estadística.- Son los fenómenos o sucesos que al repetirlos en las mismas condiciones dan 
resultados distintos, que no dependen del observador, porque interviene el azar, por ejemplo, lanzar una 
moneda al aire para determinar si sale cara o sello, lanzar un dado para saber qué número sale, etc. 


Datos estadísticos.- Es la observacion y anotación sistemática de sucesos estadísticos, por ejemplo, 
observar y anotar en un mercado el comportamiento de los compradores respecto a un determinado 
producto. 


Colectivo o serie estadística.— Es el conjunto formado por todos los datos estadísticos. En muchos 
casos se llama serie estadística. 


Cuando hemos anotado todos los datos posibles, el colectivo se llama población o universo. 


Cuando hemos anotado solamente una parte de todos los datos posibles, el colectivo se llama 
muestra. : 


Característica.- Se llama característica a cada uno de los datos diferentes, por ejemplo, si 
investigamos las notas de matemática del último examen, todos los alumnos que han sacado la misma 
nota tienen la misma característica. 


La característica de un dato puede ser un atributo (color, nombre, nacionalidad, etc) o un número 
(altura, peso, edad, etc). — SS 


Cuando la característica es un número, éste puede variar, por lo cual a este tipo de datos se le 
llama variable, y puede estar representada por números enteros (carreras, jonrones, números de hijos, 
etc) o por números decimales (peso, altura, etc). 


Frecuencia.— Es el número de veces que se repite un dato. 
Cuando solamente nos interesa las veces que se repite un dato, la frecuencia es absoluta. 


Cuando nos interesa conocer las veces que se repite un dato con relación a todos los demás la 
frecuencia es relativa y se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta entre el número de datos. 


Cuando vamos sumando las frecuencias absolutas obtenemos /a frecuencia absoluta acumulada. 
Cuando vamos sumando las frecuencias relativas obtenemos la frecuencia relativa acumulada. 


Porcentaje.- Es el producto de la frecuencia relativa multiplicada por 100. 
También puede ser ordinario o acumulativo. 


Distribuición de Tfrecuencias.- Cuando el número de dátos es pequeño (menos de 30), al lado de la 
característica de cada dato se anota el número de veces que se repite, es decir, su frecuencia, por 
ejemplo, sí en un edificio hemos estudiado el número de hijos que tiene cada matrimonio y hemos 
obtenido: 


Con la característica " tiene 2 hijos " hay una frecuencia de " 6 familias ” con la característica " 
tiene 3 hijos " hay una frecuencia de " 8 familias " etc. 


Intervalos de clase.— Cuando el conjunto de datos es muy numeroso (más de 30), las características 
de estos datos no se estudian de una en una, sino que se representan en intervalos, que se llaman 
intervalos de clase, por ejemplo; hemos pesado todos los perros de una determinada zona de la ciudad 
y los hemos agrupados de la siguiente manera: 


381 — 


Desde Okg hasta 2kg hay 14 perros. 
Desde 2kg hasta 4kg hay 26 perros. 
Desde 4kg hasta 6kg hay 35 perros. 


Los números que determinan cada intervalo de clase se llaman límites inferior y superior del 
intervalo y su diferencia se llama amplitud del intervalo. 


Marca de clase.— Cuando en una distribución de frecuencias agrupadas hay que efectuar cálculos se 
sustituyen cada uno de los valores que forman un intervalo por su valor medio, que se llama marca de 
clase, que es igual a la semisuma de los que forman los números que forman los límites superior 6 
inferior de dicho intervalo. 


Tablas estadísticas.- Con el objeto de facilitar las anotaciones, y para efectuar cálculos posteriores 
relativos a un conjunto de datos, éstos se agrupan en tablas estadísticas formadas por columnas cuya 
disposición depende del uso que se vaya a dar a cada tabla. 


Tabla estadística de una distribuición 
de frecuencias sin agrupar 


Frecuencia | Frecuencia 





Frecuencia absoluta relativa 
Característica absoluta relativa acumulada “acumulada 





5 0,10+0,16 = 0,26 


+8 = 
13+15 = 0,26+0,30 = 0,56 
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Tabla estadística de una distribuición 
de frecuencias agrupadas 





Gráficos y diagramas.- En determinados casos es más fácil interpretar un conjunto de fenómenos 
estadísticos por medio de un gráfico que por medio de una serie de números. 

Después de agrupar los datos estadísticas en tablas numéricas hacemos un dibujo, que se llama 
gráfico o diagrama, que va a depender de las necesidades del problema. 





GRAFICO DE BARRAS 


Cada rectángulo representa una característica del conjunto de datos, en 
donde la base es arbitraria y la altura representa la frecuencia, que se 
dibuja sobre una escala arbitraria. 


DIAGRAMA DE FRECUENCIAS 


Es una simplificación del gráfico de barras y consiste en la represen- 
tación gráfica de un conjunto de datos en un sistema de coordenadas 
cartesianas de las frecuencias correspondientes a una variable discreta. 


HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS 


Se utiliza para las series estadísticas de variable continua y tiene el 
mismo significado que el diagrama de frecuencias. 

Sobre las abscisas se llevan los límites de los intervalos y sobre estos 
límites se dibujan rectángulos cuya altura es igual al cociente que 
resulta de dividir su frecuencia ordinaria entre la amplitud del intervalo 
para que el área del rectángulo represente la frecuencia ordinaria del 
intervalo respectivo. 

El área total de los rectángulos representa la suma total de todas las 
frecuencias. 
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POLIGONO DE FRECUENCIAS 


Tiene el mismo significado que el histograma, pero se diferencia de él, 
en que está construido sobre las marcas de clase en lugar de los 
intervalos. 


Para realizar el dibujo se anotan las marcas de clase sobre el eje de las 
abscisas y después se levantan ordenadas cuya altura es igual al co- 
ciente que resulta de dividir la frecuencia respectiva entre su intervalo 
correspondiente. 





Se construye una poligonal uniendo todos los extremos de estas alturas. 
El área bajo el polígono de frecuencias representa la suma de todas las frecuencias. 





Ejemplo a) Se ha formado una serie estadística investigando los diferentes tiempos, en minutos, 
que tarda cada empleado en llegar a su trabajo y se han obtenido los siguientes 
resultados: 


[Tiempo [25] 26] 2728] 29 [30] 
[N' de veces | 6 | 10 | 22 | 20 | 12 | 10 


Hacer una tabla estadística para en ella calcular: 3) Las frecuencias ordinarias absolu” 
tas y relativas; b) Las frecuencias acumuladas, absolutas y relativas. 
















Frecuencia 
ordinaria | relativa 
acumulada | acumulada 





Frecuencia 
ordinaria 
relativa 














0,725+ 0,150 = 0,875 


Ejemplo b) Hemos formado una serie estadística pesando 60 mangos, cuyos pesos se han 
agrupado de la siguiente forma. 


















Peso en gramos 
NÓ de mangos 


[CA O A 










Contestar cada una de las siguientes preguntas: 8) ¿Cuál es el recorrido de la variable? : 
b) ¿Cuál es la amplitud de los intervalos?; C) ¿Cuál es la marca de clase del tercer intervalo? : 
d) ¿A qué intervalo corresponde el dato 93,2gr? 8) ¿Cuál es la frecuencia ordinaria absoluta 
correspondiente al 4% intervalo? ') ¿Cuál es la frecuencia relativa correspondiente al 20 
intervalo? 9) ¿Cuál es la frecuencia absoluta acumulada respecto al tercer intervalo?. 


8) El recorrido de la variable es la diferencia entre sus valores mayor y menor; 105-80 = 25gr 


| Resp. Bl 25gr 


b) La amplitud de un intervalo es igual a la diferencia entre los límites superior e inferior. 


85-80 =5; 90-85 =5; 95-90 =5, etc. ¡ Resp. b) 5gr, 
Cl La marca de clase de un intervalo es igual a la semisuma de los límites del intervalo. 

| 90+95 1 | 

En este caso + 5 =92,5gH | Resp. C) 92,5gr 
d) Los 93,5 gr pertenecen al intervalo 90-95 = tercero E 


e) La frecuencia ordinaria absoluta de un intervalo es igual al número de valores de la variable que 
forman el intervalo. En el 4% intervalo (95-100) hay 15 valores. 
| Resp. €) 15 


1) La frecuencia relativa correspondiente a un intervalo es igual al cociente que resulta de dividir la 
frecuencia absoluta de dicho intervalo entre el número total de elementos que forman la serie. 


En este caso >» a =0,133 | Resp. f) 0,133 


9) La frecuencia absoluta acumulada respecto a un intervalo es igual a la suma de todas las 
frecuencias absolutas hasta dicho intervalo. 


Eneste caso + 3+8+25 = 36 [PAaop: 3) 36 











1,48-1,50 









Ejemplo C) Se ha formado una serie estadística midiendo la altura de cada uno de los 50 
alumnos que forman un curso y se han agrupado de la siguiente manera: 
1,50-1,52] 
lalumnos[ 3 | ss | a | 12 | | go. 
por una altura de 1,45m? 6b) ¿Qué porcentaje de alumnos tienen una altura igual o menor 
de 1,47m? C) ¿Qué porcentaje de alumnos miden 1,45m o más?; 4) ¿Qué porcentaje de alumnos 


metros | 1,40-1,42 | 1,42-1,44 | 1,44-1,46 | 1,46-1,48 
Contestar cada una de las siguientes preguntas: *%) ¿Cuántos alumnos están representados 
tienen una altura mayor de 1,41 m y menor que 1,47 m2 
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Como el porcentaje es igual al producto de la frecuencia relativa multiplicado por 100, formamos 
una tabla estadística para calcular los porcentajes de cada marca de clase. 


Frecuencia 
Intervalos | relativa 
1,40-1,42 
1,42-1,44 


a) El número de alumnos que están representados por una altura cuya marca de clases es 1,45 es 
su frecuencia, es decir, 8. 
| Resp. a) 8 


b) Los alumnos que tienen una altura igual o menor de 1,47m son los que miden 1,41, más los que 
miden 1,43, más los que miden 1,45, más los que miden 1,47, es decir. 


6%+10%+16%+24% = 56% | Resp. b) 56% 





c) Los alumnos que miden 1,45m o más son los que miden 1,45m, más los que miden 1,47m, más 
los que miden 1,49m, más los que miden 1,51 m, es decir, 16%+249%+28%+16% = 84% 


| Resp. Cc) 84 % 


d) Los alumnos cuya altura está comprendida entre 1,41m y 1,47 m son los que miden 1,43m, más 
los que miden 1,45 m, es decir 10%+16% = 26%. 
| Resp. d) 26% 


Características en la distribución de frecuencias 





Ya hemos visto como por medio de tablas y de gráficos representamos un conjunto de datos (series 
estadísticas). 

Cuando tenemos que comparar dos o más series estadísticas necesitamos representar a dichas 
series por otro tipo de datos que sean representativos de ellas. 


Estos valores representativos se denominan valores estadísticos y la forma de obtenerlos se llama 
reducción de datos. 

Vamos a estudiar la POSICION de los datos respecto a la escala de medición y también su forma de 
agruparse o DISPERSION respecto a un valor estadístico. 
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| Medidas de posición 
La moda 


Las medidas de posición que vamos a estudiar son: La mediana 
La media aritmética 


Moda. — La moda de una serie estadística es el dato que más se repite, o de otra manera, es la 
característica de mayor frecuencia y se anota Mo. 


Cuando los datos están agrupados en intervalos no podemos hablar de moda sino de clase modal, 
que es el intervalo de mayor frecuencia, y en este caso la moda es aproximada. 


Según la definición de moda, es posible que en una serie estadística existan varias características 
con la misma frecuencia máxima, es decir, que la serie puede tener varias modas. 


La clase modal se anota con los números que forman los límites del intervalo. 


Mediana — La mediana de una serie estadística se define como un valor de la característica, tal que, 
supuestos ordenados los datos supere a lo sumo a la mitad de ellos y sea superada cuanto más por la 
mitad de los mismos. 


La mediana se 'anota Me y para calcularla dividimos el número total de datos entre 2 y después 
buscamos la característica correspondiente a la frecuencia acumulada inmediata superior a dicho 
cociente. 


Cuando los datos están agrupados en intervalos de clase, generalmente la mediana está en el 
interior de uno de estos intervalos que se llama clase medianal 


En algunos casos el cálculo de la mediana se sustituye por el cálculo de la clase medianal pues el 
cálculo de la mediana que está dentro de dicho intervalo se calcula con una fórmula cuya deducción se 
estudia en cursos superiores. 


En otros casos se toma como mediana la marca de clase correspondiente al intervalo de la clase 


Frecuencia 
"ara fetircal Frecuencia 
Característica Em acumulada 


medianal. 





Cálculo de la mediana.—- Me = ol = 50 


50 está comprendido entre la frecuencia acumulada de 37 y 73, que corresponden a las 
caracteristicas 12 y 15 respectivamente, por lo tanto, la mediana es 15. 


| Resp. Me = 15 


39 = 










Frecuencia 
acumulada 






| Frecuencia 





20+21 =41 
41+14 =55 | 


55+10 = 65 






Cálculo de la mediana.— Me = > = 32,5 


32,5 está comprendido entre la frecuencia acumulada de 20 y 41, cuyos intervalos respectivos son 


42-44 y 44-46, por lo tanto, la clase medianal es 44-46. 
Resp. Clase medianal = 44-46 


La fórmula para calcular la mediana es: 





Me + Esla mediana. 

Lm => Esel límite inferior del intervalo que contiene a la mediana. 

Fm +» Esla frecuencia acumulada hasta Lm 

fn + Esla frecuencia correspondiente al intervalo que contiene a la mediana. 
N + Esel número total de datos. 


+ Esla amplitud del intervalo que contiene a la mediana y es igual a la diferencia de 
los límites de dicho intervalo. 


Media aritmética.—- La media aritmética en estadística tiene el mismo significado que en 
matemática, es decir, es igual a la suma de todos los valores de la variable dividida entre el número de 
ellos y es la que más se aproxima a lo que en la vida real entendemos por promedio. 





Cuando los datos están agrupados, para calcular la media aritmética se toman como valores de la 
variable a las marcas de clase correspondientes a cada intervalo, considerando sus frecuencias 
respectivas. 
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Cálculo de la media aritmética 


Ea Xy os xo *f2 +... FXp* fa 
Xx == — > 


ñ 
- _ 15+32+200+240+198 _ 685 _ y, 
E 90 = E =10/87 


Resp. xX = 10,87 


Cálculo de x 


SS Xy of +x2-fa Y... PX fo 
= = 


1.827,5 
47 


| Resp. x = 38,88 





XxX = = 38,88 








Ejemplo d) Se ha formado una serie estadística con las notas de una asignatura de bachillerato entre 


un grupo de alumnos, y se han obtenido los siguientes resultados: 





Calcular: aj La moda; bj) La mediana; «) La media aritmética 





En cada caso aplicamos las definiciones correspondientes a una distribución de frecuencia sin 


agrupar. 


a) La moda es el dato que más veces se repite, que en este caso es la nota 10, porque se repite 38 


veces. 


| Resp. a) Mo = 10 
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b) Para calcular la mediana dividimos el número total de datos entre 2 y la mediana es el valor de la 
característica correspondiente acumulada inmediata superior a este cociente. 


N? de alumnos | | p loas j Cale] f¡ + Frec 
| 275 | 72 | 52 | 1.3068] x04 


Cálculo de la mediana. — qe = 75 que está comprendida entre 47 y 77 de la frecuencia acumulada 


correspondiente a las característica 08 y 09, por lo tanto,la mediana es 09. 


| Resp. b) Me = 09 puntos 


dj La media aritmética es igual a la suma de todos los valores de la variable dividida entre el 
número de ellos. 


Como en este caso la variable se repite, la media aritmética es igual a la suma de las carac- 
terísticas por sus frecuencias respectivas, 
ia Xx “Ty +xa "fo +X3 «fa +... FXa fa 
A == ——————— AA KK 
n 


- — 42+105+200+270+380+275+72+52 _ 1.396 
a 150 150 


| Resp. ce) x =9,3 puntos 








= 9,30 





Ejemplo e) Se han medido las estaturas de los 70 empleados de una empresa y se han agrupado de la 


siguiente forma: 
pt e Caña |1,65-1,70 | 1 ens 1, 75 | É E 80 | 1,80-1,85 


Calcular: a) La moda: b) La mediana; c) La media aritmética. 













- 230 = 





Vamos a completar esta tabla con las marcas de clase y la frecuencia acumulada, y para los 
cálculos tendremos en cuenta que los datos están agrupados en intervalos. 


marca 
de clase | Frec | Acum | Proucto 
















1,75-1,80 
1 ,80- 1 ,85 


a) La moda, en este caso, como los datos están agrupados en intervalos está dentro de un 
intervalo, así que en vez de el valor exacto daremos un valor aproximado representado por la marca de 
clase correspondiente a dicho intervalo. 

El intervalo con mayor frecuencia (25) es 1,65-—1,70 cuya marca de clase es 1,675. 


| Resp. a) Clase modal = 1,675m 


bj) Para calcular la mediana dividimos el número total de datos entre 2 y después buscamos la 
característica correspondiente a la frecuencia acumulada inmediata superior a dicho cociente. 
5 = 35: 35 está comprendido entre 29 y 54 cuyos intervalos respectivos son: 1,60-1,65 y 
1,65-—1,70, por lo tanto, la mediana está dentro del intervalo 1,65-—1,70 y cuyo valor aproximado es su 
marca de clase, es decir 1,675, que llamamos clase medianal. 


Resp. bj) Clase medianal = 1,675 


cr La media aritmética es igual a la suma de los productos de cada marca de clase por su 
frecuencia, dividido entre el número total de datos. 


a fix fatxa fa3+...+Xn"fn 
n 





- _6,10+15,75+24,375+41,875+13,8+8,875+5,475 - _116,29 
Ba E > 
70 


| Resp. c) Xx =1,66m 
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Percentiles, deciles y cuartiles 





Percentiles.- Se llaman percentiles a los valores de la característica correspondientes a determi- 
nados porcentajes de la frecuencia acumulada, por ejemplo, el percentil 10 se anota P;,4 y es el valor de 
la característica al que corresponde el 10% de la frecuencia acumulada. 


Los percentiles se calculan de la misma forma que la mediana y su fórmula es: 





a + Es el percentil que buscamos 
Lp, + ES el límite del intervalo que contiene al percentil 
Fy + Esla frecuencia acumulada hasta Lp 
+ Esel porcentaje de frecuencia acumulada que corresponde a P 


c +» Esla diferencia entre los límites del intervalo que contiene al percentil, es decir, 
es la amplitud del intervalo 


Deciles.— Son los percentiles múltiplos de 10; P+o; P20; Px3o0; etc. 


Cuartiles.-— Son los tres percentiles que dividen al total de los datos en cuatro partes; Pas; Pso y P75 
y se pueden representar por O1 =P>ss; Os =Pso y Ox =Pys. 


De todas estas definiciones podemos escribir: Me =Pgg = 0, 





Ejemplo f) En la siguiente tabla estadística de frecuencias agrupadas calcular : 
a) El percentil 32; pj El decil 2; ¿j El cuartil 3, 


5,2” 7,2 


| 7,2-9,2 


 9,2> -11,2 





a) Cálculo del percentil 32 + Pxa2 


Los datos son: N =3Y0; p =32; ec =5,2-3,2 =2 


100: N=Fo az 
Fórmula + Pp =Lp e + 32% de 90 = 55:90 = 28,8 
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28,8 está entre 20 y 40 de la frecuencia acumulada, por lo tanto, el percentil 32 está en el tercer 
intervalo (7,2-9,2), por lo tanto, los datos para calcular este percentil son: 


lp + Esel límite inferior del intervalo que contiene el percentil. En este caso Ly =7,2 
Fo + Esla frecuencia acumulada hasta L¿ . En este caso 20. 


+ Esla frecuencia que corresponde a! intervalo que contiene al percentil que buscamos. 


fo | 
En este caso 20. 


Sustituyendo estos valores en la fórmula y efectuando operaciones resulta: 


22:2-29.5 = 7,2+28.2 = 7,2+0,88 = 8,08 | Resp. a) * P32 =8,08 


Fa = 1,259 20 


b) Cálculo del decil 2 =Pz0 
Como el decil 2 es igual que el percentil 20, procedemos como en el problema anterior: 


20 


20% de Y0 =00" 


90 = 18 


18 está entre 6 y 20 de la frecuencia acumulada, por lo tanto, el percentil 20 está dentro del. 
segundo intervalo (5,2-7,2) y los datos para calcular este percentil'son: 


Lp + Esel límite inferior del intervalo que contiene al percentil. En este caso Ly = 5,2. 
F, + Esla frecuencia acumulada hasta L,. En este caso 6. 


fo > Esla frecuencia correspondiente al intervalo que contiene al percentil que buscamos. 
En este caso 14, 


Sustituyendo estos valores en la fórmula y efectuando operaciones resulta : 


Pp = Lp+ 





A 18-6 E eS: bj) P20 = 6,91 
E c=5,24+77:2 =5,2+1,71 =6,91 | esp. b) "20 á 


c) Cálculo del cuartil 3 + 03 =P>»s 


Como el cuartil 3 es igual que el percentil 75, procedemos como en los problemas anteriores. 
75 
100 

67,5 está entre 65 y 80 de la frecuencia acumulada, por lo tanto, el percentil 75 está en el quinto 
intervalo (11,2- 13,2) y los datos para calcular este percentil son: 


75% de 90 = 90 = 67,5 


Lp =11,2; Fpy =65; fp =15 


Sustituyendo estos valores en la fórmula y efectuando operaciones resulta: 


o 
|=Fp | OL 


67.5-65 


«Cc =11,2+ 15 
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Medidas de dispersión 


Hemos estudiado medidas de posición, que es un número que representa a cada serie estadística 
pero estas medidas no evidencian cómo están situados los datos, por lo tanto, también hay que 


determinar la forma cómo está formada cada serie, es decir, la forma cómo se agrupan dichos datos 
con relación a una medida de posición. 


Las medidas de dispersión que vamos a estudiar son: 


Recorrido o rango 
Desviación media 
Varianza 

Desviación estandar 


Recorrido o rango. — Es la diferencia entre los valores mayor y menor de la variable. 


Esta medida de dispersión tiene poco interes, porque solamente suministra información sobre los 
valores extremos. 


Desviación o desvío. — Es la diferencia entre el valor de la variable y el valor de la medida de posición, 


Cuando la medida de posición es la mediana el desvío es x-Me y cuando la medida de posición es 
la media aritmética el desvío es x— Xx. 


Desviación media. — Es la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones de la variable 
respecto a la medida de posición. OS 





Desviación media respecto a la media aritmética 


LX] fl X 1243 X] f94..[x0=%]4o 








Dz = : 
1 |= A 
En notación de sumatoria + D_ = — E |x-x|-f 
j= 1 
Desviación media respecto a la mediana 
[x1 —mMo| -f1+]x2-me| -f2+|x3-mM0| -f3+...[ xp me] - fo 
Di = AA 
n 
1 l= | 
En notación de sumatoria + Dme = 7 2 |x—mel-f; 


Varianza. — Es la media aritmética de las desviaciones de la variable con relacion a la media aritmética 
elevadas al cuadrado. 


y ba 0 +00 a+ 0) 34... +(x9-X)% fo 
A A Am O O OOO q OO 


n 


mi 
—x)*f 


| 
En notación de sumatoria 3 Var = - 
1 


A a 


Desviación estandar típica o normal. — Es la raíz cuadrada de la varianza, y se anota con la letra S. 





Esta medida de dispersión es la más usada, pues relaciona a todos los datos. 


Ejemplo gq) Se ha formado una serie estadística con las notas correspondientes a una asignatura 
entre un grupo de alumnos y se han obtenido los siguientes resultados. 








NO de alumnos 


Calcular las siguientes medidas de dispersión: a) El recorrido; b) La varianza; c) La 


desviación estandar. 





Para realizar los cálculos ampliamos la tabla estadística en donde x; es la característica y fi la 
frecuencia de cada intervalo. 













rose] 


5,90 | 5900 








2 xf= 130*1245 = 9,57 Resp. x =9,57 


1 9 
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Cálculo de la varianza 


Y (a -X)?+f, =55*493,10 =3,79 | Resp. b) Var =3,78 








un 
ll 
| 
PAN 


=Xx)%+f, =(3,79 = 1,94 | Resp. c) S =1,94 


Cálculo del recorrido 


El recorrido es igual a la diferencia entre las características mayor y menor de la variable. 


Rec =14- 5 =9 | Resp a) 9 


EJERCICIO No (45) 


(1) En cada una de las series estadísticas que se dan a continuación, formar una tabla para en ella 


calcular : a) Las frecuencias ordinarias absolutas y relativas. 
b) Las frecuencias acumuladas absolutas y relativas. 


Característica | 





(2) En cada una de las series estadísticas que se dan a continuación contestar cada una de las 


siguientes preguntas: 


a) ¿Cuál es el recorrido de la variable?; hb) ¿Cuál es la amplitud de los intervalos?; e) ¿Cuál 
es la marca de clase en el tercer intervalo?; d) ¿A qué intervalo corresponde el dato 5,2 de la 
primera serie y el dato 2,14 de la segunda?; e) ¿Cuál es la frecuencia ordinaria absoluta 
correspondiente al 4% intervalo?; f) ¿Cuál es la frecuencia relativa correspondiente al tercer 


intervalo?; q) ¿Cuál es la frecuencia absoluta acumulada hasta el 21 intervalo? 


la ta 


cuac] 1,46- z 66 | 1,66-1,86 1,86- 2,06 | 2,06-2,26 2,26-2,46 2,46= 2,66 


_ Frecuencia | —_3__| 11 | 28 | 36 | 17 



















(3) Se ha formado una serie estadística con los pesos de 50 naranjas y se han agrupado de la 


siguiente manera: 









Peso en ía 25-30 | 30-35 | 35-40 | 
ma alta iata 





Contestar cada una de las siguientes preguntas: 2) ¿Cuántas naranjas están representadas 
por el peso de 37,5gr?; b) ¿Qué porcentaje de naranjas tiene un peso igual o menor de 
37,5gr?; C) Qué porcentaje de naranjas pesan 42,5gr o más?; dd) ¿Qué porcentaje de 
naranjas tienen un peso mayor que 32,5 gr y menor que 47,5 gr? 


(4) Hemos formado una serie estadística con las alturas de 100 alumnos y las hemos agrupado de 


la siguiente manera: 


e 1,05=1,10 | 1,10-1,15 | 1, 15-1,20 | 1 ,20-1,25 | 1,25-1,30 





Contestar cada una de las siguientes preguntas: a) nos fa están representados 
por la altura de 1,125m?; 5b) ¿Qué porcentaje de alumnos tienen alturas iguales o menores 
que 1,175?; Cl) ¿Qué porcentaje de alumnos miden 1,175m o más?; 4) ¿Qué porcentaje de 
alumnos miden más de 1,025m y menos de 1,225m? 


(5) En cada una de las series estadísticas que se dan a continuación calcular: 4) La moda; b) La 


mediana: €) La media aritmética: 


Caracterstica| 8] 8] 7] 8137 





Frecuencia lala 


| Característica | 2,3- 4 4-5,7 | 5,7-7,4 | 7,4-9,1. 9,1-10,8 


| Frecuencia | 30 | 42 [| 44 | 30 | 24 


(6) En la siguiente tabla estadística de frecuencias agrupadas calcular: 


a) El percentil 26; DB) El decil 4; C) El cuartil 3 


' Intervalos 





= 37 — 


(7) En cada una de las series estadísticas que se dan a continuación, calcular las siguientes 
medidas de dispersión: a) El recorrido; bjLa varianza; (c)La desviación estandar. 


Chien Ys JT zo fi 1 e] 2) 


Eeracteristia | 1717 
Ca 










RESPUESTAS 





Frecuencia Frecuencia | Frecuencia 
ordinaria ordinaria relativa 
relativa | acumulada acumulada 


35 = 0,1125 )=1 0,05+0,1125 =0,1625 

eS" =0,3125 | 13+25 =38 | 0,1625+0,312 =0,475 
28+21 =59 | 0,475+0,2625 =0,7375 | 
s0+14 =73 | 0,7375+0.175 =0,9125 


73+7 = 80 0,9125+0,0875 = 1 


0,14 
14+22 = 36 0,14+0,22 = 0,36 
36+34 =70 | 0,36+0,34 =0,70 | 


70+18 = 88 0,70+0,18 = 0,88 


88+12 =100 | 0,88+0,12 = 1 
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(2) Primera serie; a) 14; b) 2; c) 5; d) 3%; e) 24; f) 0,25; g) 12; 
Segunda serie; a) 1,2; b) 0,2; c) 1,96; d) 4%; e) 36; f) 0,28; g) 14; 
(3) a) 16; b) 46%; c) 54%; d) 56%; (4)a) 28; b) 78%; c) 44%; 
d) 66%: (5) Primera serie; a) 8; b) 8; c) 7,87; 

Segunda serie; a) 6,55; b) 6,55; c) 6,31; 

(6)la) P2s = 4,895; b) Pao = 5,034; c) O3 = 5,337; 

(7) Primera serie; a) Res = 5; b) Var = 1,40; c) S = 1,18; 


Segunda serie; a) Rec = 1,5; b) Var = 0,148; c) S = 0,384 





Números imaginarios.— Las raíces de índice par de números negativos no son números reales, por 
ejemplo: 


al yO 
¡ -4 £ R porque no hay ningún número real que elevado al cuadrado dé un número DO. ya que 
la raíz cuadrada de un número es otro número que elevado al cuadrado nos dé el primer número, por 
ejemplo : 
4 =2, porque 2? =4; f9 =3, porque 3? = 9 
peroí-4+2 porque 2? =44 -4 >» y (-4%+-2 porque (-2)? =+44-4 
Las expresiones y -4; Í-9; las podemos escribir así: 


(-4 =14 1-1) =2/ =D); V-9 =(U/=1) =30=1) 


Si a la expresión y —1 la llamamos i; Y=1 =i, entonces los números anteriores los podemos 
escribir así: 


(4 =2((-1) =2 >» 1-4 =2i; (-9=3((=1) =3i » (=9 =3i 
A este tipo de números; 2i; 3i; etc, les llamamos números imaginarios. 
El conjunto formado por todos los números imaginarios se anota con las letras Im. 


Números complejos. - Un número complejo es un PAR ordenado de números reales que pertenecen 
al producto cartesiano RxR. 


El conjunto formado por todos los números complejos se anota con la letra C. 


C =((a,b)|(a,b) € RR) 


Cada uno de los números complejos se anota con la z, por ejemplo: 
z=(a,b); z; =(a1,b); z2 = (a7,b2) etc. 


La primera componente del par se llama parte real y se anota Re y la segunda componente se llama 
parte imaginaria y se anota Im 


a >» Esla parte real + Relz) 
z = (a,b) 
b >» Esla parte imaginaria =+ Imíz) 


Mumeros complejos iguales. - Como los números complejos están formados por pares de números 


reales, todas las características y propiedades de los pares también son válidas para los números 
complejos. 


Para que dos números complejos sean iguales es necesario que lo seán sus partes reales y sus 
partes imaginarias. 


—= ADO — 


Subconjunto de C. Cuando en el par (a,b) en número b es igual a cero, el par (a,o) está formado 
exclusivamente por números reales 


Cuando en el par (a,b) el número a =0, el par (0,b) está formado exclusivamente por números 
imaginarios es decir: 


Números complejos reales (CC + Re CC 
Números complejos imaginarios CC + Imc C 


C 





y finalmente R Ulm =C 


Los diferentes conjuntos en diagrama de Venn se representan así: 





Naturales (|! 
Enteros ——» | 
Racionales (U! =a» Negativos 
| Reales (EN) ——» Fraccionarios (F) 
Complejos (€) Irracionales [!) 
imaginarios (|m! 





Representación gráfica de los números complejos 


Anteriormente hemos estudiado que a todo par de números reales (a,b) 
se le puede hacer corresponder un punto P en el plano real y viceversa, 
que a todo punto P del plano se le puede hacen corresponder un par de 
números reales, por lo cual, existe una correspondencia biyectiva entre 
los conjuntos. 


C =((a,b)|(a,b) € R$) y RxR =((a,b)| a,b € R) 
Para la representación gráfica del conjunto C procedemos así: 


Al eje OX le llamamos eje real 
Al eje OY le llamamos eje imaginario 
Al plano le llamamos plano complejo 
Al punto P le llamamos afijo o imagen 
— $ . 
Al vector oP = 2 le llamamos vector imagen de z 
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Número complejo conjugado.- Dado el número complejo 
z = (a,b) se llama conjugado de z al número complejo zj, = (a,—b). 


Número complejo opuesto.- Dado el número complejo z = (a,b) se 
llama opuesto de z al número complejo zz = (—a,—b) 


AA 2-4 En la figura P¡(3,-2) es conjugado de P y P,(-—3,-—2) es opuesto de P. 
Pa(-3,-2) P1(3,-2) 








Adición de números complejos.- La suma de dos números complejos es otro número complejo, 
cuya parte real es la suma de las partes reales de los números dados y su parte imaginaria es la suma 
de las partes imaginarias. 





Propiedades de la adición en el conjunto C 


a) La adición en C es conmutativa 

bj La adición en C es asociativa 

Cc) El elemento neutro para la adición es (0,0) 
d) Cada número complejo tiene su simétrico 


£) El resultado de sumar dos números complejos 
siempre da otro número complejo. 


Sustracción de números complejos.— El resultado de restar dos números complejos es otro 
números complejo cuya parte real es la diferencia entre las partes reales de los números dados y su 
parte imaginaria es la diferencia de las partes imaginarias. 


e = (a1,b1) y 27 = (a,b) +| Z21—Z2 =[(a; -32),(b, —b»)] | 





Multiplicación de números complejos.- Dados dos números complejos z, =(a,,by) y 
z2 = (a2,b,) se define la multiplicación de z, por za y se anota z;+z2 O 2127 mediante la expresión: 





Propiedades de la multiplicación en el conjunto € 


a) Es conmutativa > (a;,Dby)-(a2,b2) = (a2,b>)-(a, by) 

b) Es asociativa > [(a,,b,)-(a2,b2))-(a3,b3) = (a,,b,) -[(a27,b7):(a3.b3)] 
Cc) El elemento neutro para la multiplicación es (1,0) 

d) La multiplicación es distributiva para la suma z;(Z2 +23) =21/:22+Z1-23 


Multiplicación de un número real por un número complejo.- El producto de un número real 
por un número complejo es otro número complejo que tiene como parte real el producto del número por 
la parte real y como parte imaginaria el producto del número por la parte imaginaria. 


k-(a,b) = [ka,kb) 


= 402 — 


Unidad imaginaria.- Se llama unidad imaginaria al número complejo (0,1), se anota con la letra ¡ y 
vale y 1. 
¡ =(0,1) =4-1 


Potencias de la unidad imaginaria — Las potencias de ¡ se repiten de 4 en 4, o de otra manera, 
solamente hay cuatro valores para cualquier valor del exponente, 
=P 2d is 17 


Para determinar el valor de cualquier potencia de ¡, se divide el exponente entre 4 y el valor de dicha 
potencia es igual a la potencia de i elevada al residuo de dicha división. 





Ejemplo a) Representar en un plano complejo cada uno de los siguientes números complejos: 
24 =1(4,5); Za =1-2,4); za =(-5,-4); za = (3,-5) 
Zg =(6,0); Za =(0,3); 27 =([-—4,0) y Zg = (0,-4) 





Dibujamos unos ejes de coordenadas rectangulares y en él situamos las 
componentes de cada número complejo. 

La primera componente, que es la parte real, la situamos en el eje 
horizontal y la segunda componente,que es la parte imaginaria, la 
situamos sobre el eje vertical. 

El punto intersección de las paralelas a los ejes por dichas compo- 
nentes es la imagen o afijo del número complejo. 








Ejemplo bj) Dados los siguientes números complejos zi = (3,2); 22 =(4,-3) y Za = (= DI 


calcular cada una de las siguientes sumas: 3) 21 +22; y D)Zz2+Z3 





En cada caso aplicamos la definición para la adición de números complejos. 


a) zi+z2 > z1+z2 =13,2)+14,-3)= 1(3+4)(2-3) =(7,-1) 


| Resp. 8) 2, +22 = (7,-1) 
ata ts 0 E) le RS 


2 
| Resp. b) 22+23 =( 





> | 2 _3 
Ejemplo Cc) Dados los siguientes números complejos z1 =(4,2); Z2 =(3,-1) y za = (A 


calcular cada una de las siguientes diferencias: 2) 24—Z2; Y Dl Z2-Z3; 





En cada caso aplicamos la definición para la sustracción de números complejos. 


2) 21-22 + 24-22 =(4,2)-13,-1) =(14-3),(2+1)] = (1.3) 


Resp. a) z¡—-z2 =(1,3) 
(He) 


| Hesp. 0) 23-23 = (F- E) 


" 


Dl Z2-Z3 >» la” £3 =(3,-0-(-%-%) 





Ejemplo d) Dados los números complejos z, =1(3,2); 22 =(-1,4) y Za ”= (7-4) calcular 


cada uno de los siguientes productos: 3) Z14-Za; y Dl zo-23 





En cada caso aplicamos la formula de definición del producto de números complejos. 
2122 =(a81,b1)-(a27,b2) = [((a¡-22—b,-b2),(a1 -b2+a2,-b1)] 


9) 23-22 =(3,2)»(-1,4) = (3)(-1) -(21(4) ,(3) (4) +(21(—1)] = [(-3-8),(12-2)]=(-11,10) 


| Resp. a) zy»z2 =(-11,10) 
Y 222 (10 (3 $) = [en] (Hen) +02] - 
1 


O eso sara (55-78) 





Números complejos en forma binómica 


Otra forma de anotar un número complejo es la forma binómica, donde aparece la letra ¡, y su 
objeto es facilitar los cálculos. > 
2 (aj) =a+bi + [2 = 0901] 


Operaciones con números complejos 
en forma binómica 





Suma y resta.- Se hacen las mismas operaciones que con los números reales, quitando los 
paréntesis y agrupando los términos semejantes. 


Ejemplos: a) (3+21) +(4+51) =3+2i+4 +5 =7+7i Resp. al 7+7i 
b) (4+3i) -(24+4i) = 4+3i1-2-4i = 2-i | Resp. b) 2-; 


Multiplicación.— Se efectúa el producto de los binomios algebraicamente, teniendo en cuenta las 
potencias de 1. 
Ejemplos: (3+4i)(2-3i) = 3-2-3-31+(41)-2- 41(31) = 6-9i+8i-121?; peroi? =-1 
= 6-1-12(-1) = 6-1+12 = 18-1 | Resp. 18-i 


División.— Se multiplica y divide la expresión dada por el número complejo que es el conjugado del 
denominador. 


| 342, 342 2-3i_6-9i+4i-6(-1) 12-51 _12-5i 
Ejemplos: 23 * EUR ae 3i)a 491. 13 


Potenciación.— Cuando el exponente es 2 ó 3 puede desarrollarse como un producto notable, 
teniendo en cuenta las potencias de i, pero cuando el exponente es mayor de 3 hay que conocer el 
desarrollo de la potencia de un binomio o efectuando operaciones en forma trigonométrica, como 
veremos más adelante. 


Radicación. — Exceptuando la raíz cuadrada, que se halla con incognitas auxiliares, en forma general, 
el cálculo de raíces se obtiene escribiendo el número complejo en forma trigonométrica, como veremos 
más adelante. 





Ejemplo e) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 


a) (3-21) +(4-i) +(-2+1); bj (4+i) -(2-31) -(44) 





En cada caso quitamos los parentesis y agrupamos los términos semejantes. 


a) (3-21) +H(4-1)+1-2+i) + (3-21) +(4-i) +(-2+i) = 3-21+4-1-2+i = 5-2 
Resp. a) 5-21 


bj (441) -(2-23)-14i) > (4+i) -(2-3i) -(41) = 4+1-2+3-4i = 2+0 
Resp. b) 2 





Ejemplo f) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 


a) (2+11(3-1); db) (40(3-21)(-4+41) ; 





En cada caso efectuamos el producto de los paréntesis teniedo en cuenta las potencias de i. 


al (2+1)1(3-1) + (2+1)(3-1) =2:3-2-¡+3i-12 =6-2i+3i-1 = 5+i 
Resp. a) 5+i 


b) (41 (3-21) ( -4+21) 


En este caso,como hay tres paréntesis, multiplicamos los dos primeros y el resultado lo multipli = 
camos por el último. 
(41)(3-21)(—4+2i) =(12i-8i2)(-4+2i) =(12i+8)(-4+2i) = -48i+24i*-32+16i = 
= -48i+24[-1) -32+16i = -32i-56 | Resp. bj) -56-32i 


Ejemplo q) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 


4-2. 1.442 1 21. .4i+2 
dr: YD Azog" 97 








En cada caso multiplicamos y dividimos cada fracción por la cantidad que nos permita obtener ¡2 
que sabemos vale -—1. 


Cuando el denominador es un binomio multiplicamos y dividimos por la expresión conjugada del 
denominador, para que nos dé una diferencia de cuadrados y cuando el denominador sea un número 
imaginario entonces multiplicamos y dividimos para que nos dé is, 


y HA Á 4-2 3-1 _ 12-4i-6i +2(-1) _ 10-101 _ 10-101 pl 
“3 3 3 A rata 9-00 10 - 


4+2i 4+2i 2i _ 8i+4(-1) _8i-4 


WEA + SERA AA 
Resp. b) 1-2i 
24, 21, 392% _ 6i+41-1)__ —4+6i__-4+6 
3-4 * AA 2292 ION MB 
| Resp. c) E ciént 
is ER, 442. 1 _ UF 


| | (=T 
Resp. d) 4-21 








Ejemplo h) Efectuar cada una de las siguientes operaciones : 
a) (3+21)?%; b) (1—i)? 
E 


En cada caso aplicamos las reglas correspondientes al desarrollo de la potencia de un binomio. 


a) (3+2)? » (3+2i)* = (332 +2(3)(21) +(21)% =9+12i+4(-1) =5+12i 
| Resp. a) 5+12i 
yu? >) (1-19 =(9-302i)+300(12-(1)% = 1-3i+3(-1)-(-i) = -2-2 


| Resp. d) -2-2i 





Ejemplo i) Hallar |5+12i 


A o E cl. 


La raíz cuadrada de un número complejo es otro número complejo, por lo tanto, si la respuesta es el 
número complejo a +bi podemos escribir: 


(5+12 =a+bi Elevado al cuadrado 5+12i = (a+bi)? 


Desarrollando + 5+12i = a?+2abi+b*(-1) = (a?—b%) +(2abi) + 5+12i = (a?-b?*) +12ab)i 


Como los dos números complejos son iguales se cumple que son iguales sus partes reales y sus 
partes imaginarias, por lo tanto: 


5=a?-b? 3 (A) y 12=2ab » 6 =ab » (PB) 


(A] y (B) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que resolvemos despejando a 
de la ecuación (B) y llevando este valor a la ecuación (A). 


(A) + 5=a?-b? + 5=($)-.? 


5 + 5b? =36-b* > b*+5b?-36 =0 


Como nos ha resultado una ecuación bicuadrada en b la resolvemos utilizando incógnitas auxiliares 
así: 
Si b? =x, entonces, b*+5b?-36 =0 >» (b?)2+5(b?)-36 =0 » x?+5x-36 =0 
que resuelta nos resulta: xy =4 y Xx = —9 


bé =x; para x=d >» p? =4 > b=(4 =*2 Resp. b =*2 
bé=x; para x=-9 3 bó=-9 + b=4yY-9; perocomo b por la naturaleza del 
problema es un número real entonces x =y —9 no vale. 
6 6 A 
Cálculo dea + a = 7; para b=12 +9=75=13 | Resp.a =1 


15+12i =a+bi =+322i | Resp. +(3+2i) 


Representación gráfica de números complejos en forma binómica 


Se dibujan dos ejes perpendiculares y en el eje horizontal se sitúa la 
parte real y en el eje vertical la parte imaginaria. 





= a+ bi 


La 
sil 


Números complejos conjugados 


Son los que tienen las mismas partes reales y las partes imaginarias 
difieren solamente en el signo. 


Zi =a+bi y z2 =a-—bi 


Ole 4 





Pd 
pa 
tú 
eu 
' 
E 


Números complejos opuestos 


Son los que tienen las mismas partes reales y las mismas partes imagi-— 
narias pero con los signos cambiados. 





Módulo y argumento de un número complejo 


Dado un número complejo z = a+bi, se llama módulo de z y se 


anota |z| al valor de la? +b2. 
Módulo de |z] =a?+b? 


Se llama argumento de un número complejo, al ángulo que forma 
el módulo con el semieje horizontal positivo (a en la figura). 

Módulo = |z| = OZ Para calcular el argumento aplicamos la definición de tangente en 
un triángulo rectángulo. 





Argumento = al 
b b 
tga == >3 Qa=arc,ta — 
g a tg 3 
Forma trigonométrica o polar de un número complejo 
Para realizar con más comodidad ciertos cálculos, se sustituye la parte real y la parte imaginaria de 
un número complejo escrito en forma binómica, por sus valores trigonométricos correspondientes a los 
catetos a y b del triangulo rectángulo que se forma en el plano complejo con el afijo. 
z =a+bi = |z| (Cos a+i Sen a) = |z| Cis a 
Transformación de un número complejo en 
forma trigonométrica a forma binómica 


Simplemente se sustituyen las razones trigonométricas por sus valores y se efectúan operaciones. 


Números complejos iguales en forma trigonométrica 


Dos números complejos son iguales si sus módulos son iguales y sus argumentos son iguales o 
difieren en un número exacto de vueltas. 





Ejemplo a) Determinar los números complejos conjugados de cada uno de los siguientes números: 


a)z1 =3+4i; b)2z2=-4+2i; c)2z3 = -5-4i 





Procedemos asf: En cada caso escribimos cada número dado con el signo de la parte imaginaria 
cambiado. 
Resp. a) 3-41; b) -4-2i; c) —-5+4i 





tjemplo b) Determinar los números complejos opuestos de cada uno de los siguientes números: 
az =4+24; biz2 = -5+31; c)jz3z = —-4-3i 





Procedemos así: En cada caso escribimos cada número dado con los signos cambiados de las partes 


reales-y de las partes imaginarias. 
| Resp. a -4-2; b)5-3i; c) 4+3i 


Ejemplo Cc) Determinar el módulo y el argumento de cada uno de los siguientes números: 


a)z4 =3+1831; b)22 =-3+$3i; c)za =-5-2 





Procedemos así: En cada caso aplicamos las fórmulas correspondientes para el cálculo del módulo y del 
argumento representando el número graficamente para saber en qué cuadrante está el ángulo. 


a) 2,= 3+H(3i 


ae=3 b =/3 y al en el primer cuadrante 


Módulo = |z|l =da?+b? 


Iza | sel 32+(13)2 =(9+3 =/12 =2/3 + |z,| =2(3 


3 QU =arc, to > 3 0; =arctg É = 30 » al, = 200 


Resp. a) |z1| = 213; ay = 300 





Argumento =d, + tga = > 


b) za = -3+13i 


-3: b=V3 y q en el segundo cuadrante 


Módulo => || = la? +1? 
izo] =d(-02+40D2 =(973 =(12 = 203 > [22] = 243 


> fp. =arc, tg a > Pa =arc, tg E =300 + ff, = 300 


| Resp. b) |z2] = 23; ds = 150% 


a= 





A 


Argumento =da + 19 62 , 


a 


d, =1800-fz = 1800-30% =150 + ds = 150 


c) ta = —5—21 
a=-5: b=-2 y den el tercer cuadrante 
Módulo => |z| = la? +p? 
Iza] =Í(-512+1-2)? =U28+4 =/29 =5,38 > [23] =5,38 





b 


Argumento =d3 > tg B3 5 
1800+f83 = 1800+68011'54" = 24801154" + ds = 24891154" 


l Resp. Cc) |z3| =5,38; da = 248%11'54" 


> P3 =arc,tg > > 3 =arc, tg 2 = 68011'54" 


Ag = 


Ejemplo 1) Transformar a forma trigonométrica cada uno de los siguientes números complejos : 


a) 2; = 23+2i: b) Za =-2+21; €) za =4i 





Procedemos así: En cada caso calculamos el módulo y el argumento para finalmente escribirlo en la 
forma z =a+bi =|z| (cosa +i Sen a) =|z| Cis a 





azi =2(3+2i + a=2í3yb=2 


Hz | = la? +b2 AB 2+(2)2 =/12+4 =/16=4 > |z,| = 


D 


Argumento =ad + tgd = : 


28 





z =|z,| (Cosa+iSena) =z; Cisad; 2; = A3+2i = 4(Cos 30%+i Sen 30%) = 4 Cis 300 


| Resp. a) [21] =4 Cis 300 


Iza] =(a2+0? =l(-232+22? =(4+4 =/8 =2/2 + [22)= 242 
tg fa = 5 =1 3 Os =arc, tg 1 = 450 > fa =450 


9 = 180%-B, = 1800-45 = 135% > dy = 1350 


z3 =-2+2i = 242(Cos 135%+i Sen 135%)= (242) Cís 135" 


| Resp. b) 22 = 2/2 Cis 1350 





C) za =4i + a=0; b=4 


En este caso no hay que hacer cálculos pues en el dibujo podemos 
observar que el módulo es 4 y el argumento 90%, por lo tanto: 


| Resp. c) 23 =4Cis 900 
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Ejemplo e) Transformar a forma binómica cada uno de los siguientes números complejos : 


alzi =2Cis 45%; b) 22 = > Cis 120% €) za = Cís 1800 





Procedemos así: En cada caso sustituimos las funciones trigonométricas por sus valores y efectuamos 
operaciones para escribirlos en la forma 2 = a+bi. 


a) zy =2 Cis 450 + z, = 2 Cis 45% = 2(Cos 45% +i Sen 45%) = 2(12+12;) =2+12 i 


| Resp. a) zy =12+12i 
4 


b) za = 7 Us 120% + 22 = +] Cis 120% = + (Cos 120%+i Sen 120%) = 


=+(-37+ pad le Resp. b) 22 =- 1 +1; 


c) 23 = Cis 180% + 23 = 1 Cis 180% = 1(Cos 180%+i Sen 180%) = 1(-1+0i) = —1 


| Resp. Cc) za = -1 


Operaciones con números complejos 
en forma trigonométrica 





Suma y resta, - Cuando haya que sumar o restar números complejos en forma trigonométrica se pasan 
a la forma binómica y se efectúan las operaciones en esta forma,y si es necesario,el resultado obtenido 
se transforma a forma trigonométrica. 


Multiplicación.— El producto de dos números complejos en forma trigonométrica es otro número 
complejo,que tiene por módulo el producto de los módulos y por argumento la suma de los argumentos. 


21-22 = |z1]-|z2| Cis (01 +02) 


División. — El cociente de dos números complejos en forma trigonométrica es otro número complejo, 
que tiene por módulo el cociente de los módulos y por argumento la diferencia entre los argumentos del 
dividendo y del divisor, 


24 _ 21] 


Zo Tz2] Cis (al, —d2) 


Potenciación: fórmula de Moivre.— La potencia de un número complejo en forma trigonométrica es 
otro número complejo, que tiene por módulo la potencia del módulo y por argumento el producto del 
exponente por el argumento. 


z" =|2|"Cos n-a 
Esta fórmula se llama fórmula de Moivre. 
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Radicación. La raíz enésima de un número complejo en forma trigonométrica, es otro número 
complejo, que tiene por módulo la raíz enésima del módulo dado y por argumento el argumento dado 
más 2kr dividido por el índice de la raíz. 


- .. Qe 
AN] Cisa = Vlz| Cis LEE 


El número de argumentos es igual al índice de la raíz. 
Los argumentos forman una progresión aritmética de razón 2r/n 





Ejemplo f) Dados los siguientes números complejos: 
21 =3Cis 30%; zo =|2 Cis 20% y 23 =É dis 1500 
calcular cada uno de los siguientes productos: 3)Z13*Z2; b)Z2-Za; 





Procedemos asf: En cada caso multiplicamos los módulos y sumamos los argumentos de los factores. 


a) Z4-Z2 + 2y +22 = (3 Cis 30%)(1 2 Cis 20%) = 3/2 Cis (30%+20%) = 3/2 Cis 50% 
L Resp. a) 2,22 = 312 Cis 500 


bi Za-Za + Z2:2a =(12 Cis 20%) (2 Cis 150%) = LS cis (20%+150% = LS cis 170% 


| Resp. b) Z2* Za = LE q 1700 


Ejemplo q) Dados los siguientes números complejos; z, =4 Cis 60% zz =3 Cis 1500 y 
23 =12 Cis 300%, calcular cada una de las siguientes divisiones: 
23 27 Z> 
3) Za b) Z c) 23 





Procedemos así: e cada caso dividimos los módulos y restamos los argumentos del dividendo y del 
5 : > visor. 


23. 23 _y2Cis3000 Me OS A 
| Resp. a) >. 12 cis 240% 
Z1 4 
b) AN > 21 4C/560% 


4 Ll 4 + a - 4 - ; 


z ; 
| Resp. bi = 2 cis 2700 
22 3 
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Es Z 
Jl y 2 3Cis150% _ 3 


Te 2 = — Cis(150%-300%) = a Ú2 cist—150% = 
e S (2Ci53000 2 Í2 (2 
12 Cis (3600-1500) =A2 cis 2100 Resp. y E = 32 is 


, 0 
E > 210 





Ejemplo hi) Calcular cada una de las siguientes potencias: 


a) (2 Cis 2003: b) (12 Cís 3000)8; 


c) $2 Cisí —1000)]8 





Procedemos así: En cada caso potenciamos el módulo y el ángulo lo multiplicamos por el exponente 


a) (2 Cis 2009? + (2 Ciís 2009 =(2)*Cis(3- 20%) =8 Cis 60% 


| Resp. a) 8 Cis 60% 
b) 12 Cis 300% > ($2 Cis 30009 = (12)? Cis(8-300%) = 2*Cis 24000 
24000 [360% Resp. b) 2% Cis 240) 
240% 6 PA E 


c) NÁ Cis(—100%1% + -—100% = 360-100% = 2600 +» ($2 Cis(-1000]% = ($2 Cis 260%* = 


= (( 2) Cis (6-2600%) = 2% Cis 1560; 15600 | 3600 
1200 4 


| Resp. c) 2% Cis 1200 





Ejemplo i) Calcular x =*Y8 Cis 3000 





Aplicamos la fórmula + 'Y|z] Cis a = ATzp cis EX2 
endonde: n =3; |z| =8; a =300% y n = 1800 

x = 8 05 3001 = (9/8) cis 90 +2z 
Cálculo del módulo + "Ílz| =8=2 módulo =2 


Cálculo de los argumentos =+ din = a+ ein 





+ a =300% n=3; 1 = 1800 


ú 0 Da 
Parak =0 >» dy PELA 300% +0 








—AKÁA o. = 100% 
00<+5 0 1000 
0 0 0 

Parak =2 + ds = LEALMEA - 2oorazao - 3400 —» da = 340" 


— 413 — 


Como el índice de la raíz es 3, solamente hay tres ángulos, pues si seguimos dando valores a k los 
ángulos vuelven a repetirse, por lo tanto, los argumentos son: 


| Resp. dy = 100%; da = 220% y dy = 3400 


Observación. - Estos argumentos se pueden hallar teniendo en cuenta que forman una progresión 
aritmética de razón 21/n. 


m0 e 0 
Para k=0 3d; == = 1001 » (1, = 100% » razón = LLL 1208 + r = 1200 


Para k =1 3 dí = 100%+r = 1000+120% = 220% » ad, = 2200 
Para k =2 > d3 = 2200 +r =2204+1200% = 3400 » d, = 3400 


Como conocemos el módulo, que es común para todas las raíces, y el argumento de cada una de 
ellas podemos escribirlas en la forma |z| Cis «. 


| Resp. Xy =2 Cis100%; x» =2Cis 220% y x3 = 2 Cis 3400 





= ' y Ei | | 
Ejemplo j) Calcular x = ¡ (1-13 ¡1)?, dando las respuestas en forma trigonométrica y en forma 
binómica y después hacer la representación gráfica de las raíces. 





Razonamos así: Hacemos las operaciones necesarias en la parte 
subradical hasta transformarlo en un número complejo de la forma 
|z| Cis a, para finalmente aplicar la fórmula de la radicación. 


Vamos a transformar (1-$3i) a la forma Iz| Cisa 


Módulo = |z| = la? +p? =(112+(3)2 =41+3 =14 =2 + |z] =2 


tg Ú = - Bs, ta fB =/3 > f =arc tg 3 = 600 + PB = 60% 





Argumento + A =360%-f4 = 360%—60% = 300% » d = 3000 
1-31 = 2 Cis 3000 


Cálculo de la potencia + (1-43i)? =(2 Cis 300%* = 2% Cis 300%-3 = 8 Cis 9000 
900* | 360" 8 Cf. 0 = 7 0 


Cálculo de las raíces + x = "Y T2T cis EA » |z| = 8; n=4; qa =1800%; n = 1800 


x = 8Cis1807 = (8 Cis ZA módulo = 4/8 


Cálculo de los argumentos > Un = nn 
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180%+2(0)180% _ 180* 





Parak =0 > Qd1 = 4 4 -= 45) dy =45% 
Parak =1 >» ds = 180'+ 211911809 _ 18015360" _ SEL - 1350 — aa = 135" 
Parak =2 >» q; =1802+2(21(1809 _ 18004720" _ 900 — 2950 — dy = 225 
Parak =3 + 04 - 180'+ 21311801 _ 1801080. - 1260 - 3150 — da = 315% 


Respuestas en forma trigonométrica + x= |z| Cisd 


Resp.x. = (4/8) Cis 450; xo =(0(8) Cis 135% x3 =(“(8) Cis 225; xa = (418) Cis 3150 


Respuesta en forma binómica + x = |z| (Cos a+iSen q) 


xy = (18) Cis 450 = (8(Cos 45%+iSen 45%) = El dy 
xo =(“/8) Cis 1350 = 8(Cos 135%+iSen 135%) - 5-1 . 
Xa = (4/8) Cis 2250 =*(8(Cos 225" +iSen 2250) = «(12 


xa =(4(8) Cis 315% = 48(Cos 315% +i Sen 315%) = 4 8(5 12 e 


Representación gráfica de las raíces 





Como todas las raíces tienen el mismo módulo $f8 = 1,68, significa que 
los afijos de las raíces están sobre una circunferencia de radio 1,68. 
Para hacer la representación gráfica de las raíces procedemos así: 
Sobre un sistema de coordenadas dibujamos una circunferencia de 


radio 1,68, cuyo centro es el centro de coordenadas y en ella situamos 
los ángulos de 45%; 135%; 225% y 315", 


Los puntos de corte de estos ángulos con la circunferencia son los afijos 
de las raíces. 
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| Ecuaciones binómicas 


Son las ecuaciones cuya forma general es ax"+B =0. 


Este tipo de ecuaciones se resuelve despejando la x y después se transforma la parte subradical a 
|z| Cis dl para aplicar la fórmula correspondiente. 


Ejemplo k) Resolver las siguientes ecuaciones dando la respuesta en forma binómica : 


8) x-8=0; bi x9+27i=0; cl) x4+1 =0 
E É——_—_—— 
Procedemos así: En cada caso despejamos la x, transformamos la parte subradical a la forma |z| Cis a, 
y después aplicamos la fórmula que mos permite calcular las raíces de un número complejo en forma 
trigonométrica. 


a23x0-8=0 » x =*8 =*%/8Cis00 + x =*|8CisQ" 


Wiz Cisa ="| [2] cis LES + Módulo ="[[z| = [8 =2 





Cálculo de los argumentos + qa = AA. dad =0% n=3: r =1800 


042 y0 
Para k =0 + al; - O0421011180% _ qu ————————b (Xy = 06 


. 3 
0 | | 0 | 0 
Para k =1 >» ds HANA - 2 — 1200 —+ dy = 1200 
0 0 0 


Cálculo de las raíces en forma binómica 


Xy =2 Cis0% = 2 (Cos 0%+i Sen 0%) =2(1+0) = 2 | Resp. xy =2 


X2 = 2 Cis 120% - 2 (Cos 120%+i Sen 120%) = eS L +13) = -1+/3i 


2 
| Resp. X3 = 14H 31 


xa =2 Cis 2401 = 2 (Cos 2400+i Sen 240) =2(- > 3) = -1-(3i 


| Resp. xy =2; Xy = =1+13i; Xx =-1-$3i 


410 


bp0é+27i =0 >» x=*%Y=2% =%27Ci52700  -»x =*[27 Cis 2700 


AÑ |z| Crsal ="Tz [cis EA2; Módulo =Wizl = 27 = 3 





Cálculo de los argumentos 


270%+2(0)(180%) 





Para k=0 3 4d = 8 = 90% al, = 900 
0 0 2700 
Para k=1 >» da > MELO y = 210% —- de = 2100 
0 0 0 0 
Para k=2 > % _270 A En 270 E = 3300—= dy = 3301 
Cálculo de las raíces 
xy =3 Cis 90% = 3 (Cos 90%+¡ Sen 90%) =3(0+1-1) =3i | Resp. xy =31 
Xo =3 Cis 210% = 3 (Cos 210%+i Sen 210%) =3(-d- +1) = A. > 
Resp X2 - L- ZW 


xa =3 Cis 330% = 3 (Cos 330%+i Sen 330%) = 3(1- + ) = A3 _ Si 


| Resp. b)x, =3i; x2 = - 23.4, X=" LB 


1800 0+r1=0 >» x= %YY-1 =*%1Ci51800 + x =*1Ci51800 


: IZ Cisa = vz] cis EE Módulo ="| Iz| = 41 = 1 





Cálculo de los argumentos 
180%+210)1180%) 
4 

Ú 0 0 
Para k =1 >» da CA - 180 FS = 





Para k=0 >» di = = 450 — ay =450 


13I5—+ a) = 135% 


0 0 ú ó 

paro a a O sarao _ 180 +729 Did le «e 208 
' 0 0 0 

Para k=3 + Qu A da =3150 
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Cálculo de las raíces 


Xy = 1 Cís 45% <= 1 (Cos 45%+i Sen 450) 12,12 | Resp. X1 12, 
mE 


Xo = 1 Cis 1350 = 1 (Cos 1350+i Sen 1350) = 


a 
ns] 


Xa =1 Cís 225% = 1 (Cos 2250+i Sen 225%) = > 
Xy =1 Cis 315% = 1 (Cos 315%+i Sen 3150) A Resp. Xa ="3 "371 


| Resp. C) x: 12,12; X2 = A Xq = AA Xa 1212, 


EJERCICIO No (46) 
(1) Dados los siguientes números complejos; 21 =14,3); z2 =(-3,5) y za = (= 5.7) 
calcular cada una de las siguientes sumas; 4) z;+Z2; b)z2+z3; Clz3+215 0d) z2+22+23 


(2) Dados los siguientes números complejos; zi = (3,5); z2 =(-2,4) y Za = (+.- +) 
calcular cada una de las siguientes diferencias : a) zy—z2; b)lz4-Z3 y €) 23-22 
(3) Dados los siguientes números complejos; 21 =(1,2); 22 =(2,-3) y za =(-3,1) y 
Za = ( + = +7) calcular cada una de las siguientes operaciones: 
a) 21-22 +23; D)z2-21724 y €) 23- (2; -22+24) 
(4) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones de números complejos: 


a) (2mmm)+(-n,2n) =(1,8); 5) (3x,y) +(3y,-x) = (7,1) ; 
c) (a,2a) +(2,-6) =(3b,b); d) (8,2x) = (x,-— y) -(2y,-1) 
E , fr 1 
(5) Dados los números complejos; 2 = (2,3); za = (-2,4) y 23 = de pa +) calcular cada 
uno de los siguientes productos: 8) 21+Z2; 1) 22:23; C) 232; 
(6) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 
a) 2-4x+8 =0: b) x*-4x+5 =0; Cc) x*-2x+5 =0 


(7) Calcular cada una de las siguientes potencias de ¡: 2) ¡%%; b) ¡%%; e) 119%; d) 119? 
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18) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones: 


' :12B/39;12 . 1:=315 
a) 19(-i%%; b) AE ¿ Cc) QIAti”t 
12179 gi1*8.¡7* 
(9) Escribir en forma binómica cada uno de los siguientes números complejos: 
8) 2, =13,41: bl za =(-2,4); 0) za = (2-5): di za =10423 


(10) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 
a) 13+ 21) +(4-1)-(3-4); b) (5-21) -(3—3i) —(61) 


(11) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 
a) (3+211(4-i): b) (4+11(—31)(3+2i); Cc) (3-31)(2+3i)(4-2i) 


(12) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 
a) (2+3011(4+21) -(3-1)1; b) 5i-(3+1)+1(0+21) +(3+21)] 


342 q SHA l 
A MAR A 











(13) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 3) 


(14) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 
a) (S421)+(-4+). yy (8+0 02-20. ¿ 3102+2)(3+1) 
2) | == ¡ES (14) 


(15) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 3) (2+3i)?; b) (3-2)?; c) (-1+25)* 





(16) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 2) ¡9(21% -¡2+3)%; bJ aya! y 
¡12-845 (2/ 341 21) 
| | E A RAGE (2+1)2+198(2-i) 
(17) Efectuar cada una de las siguientes operaciones: 21 573777 211" anz 


(18) Hallar cada una de las siguientes raíces: a) | 15+8i; b) y -5-12i; C) -P-2 
(19) Calcular el valor de xe y en la siguiente expresión: 2x+4xi-3y+2yi = -5+14i 
2+ 31 


(20) Calcular el valor de m para que el cociente sea un número real: EA 
(21) Calcular m y n para que se verifique (2m+n) +(3m=+n)i =1 
(22) Calcular el valor de m para que el producto (9+i)(m?+i) sea un número imaginario puro. 


(23) Representar gráficamente los siguientes números complejos: 
2, =(3+2i); 22 =(-5+31): 23 =(-3-4i); 24 =(3,-3i):; 
Ze = (4+01); 24 =(0+41): 27 =(-5+0i); Za = (0-41) 
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(24) Determinar los números complejos conjugados de cada uno de los siguientes números; 
2) 21 =(44+51); b)lz2 =(-3+41); C)z3 =(-4-5i) 


(25) Determinar los números complejos opuestos de cada uno de los siguientes números: 
a1z, =(4+31); b)z2 =(-2+3i); C)z3 =(-3-4i) 


(26) Determinar el módulo y el argumento de cada uno de los siguientes números complejos: 
ál2a =(-1+Í31); biza =(-82-/21); C)za =(51); diza =(-3) 
127) Transformar a formar trigonométrica o polar cada uno de los siguientes números complejos: 
alz; = 341 3i : blzy = 3 + 31) ; Clz3 = 2-4 12i; dl 24 =2i; 
8)lzs =-1-5; fz =4+2i; 92, =-1-3i 


(28) Transformar a forma binómica cada uno de los siguientes números complejos: 
a) z =4Cis 300%; blzz =(2Cis 120% C)zz = E Cis 2250; 
d) za =43 Cis 180%: e) lg = z Cis 18% 1)2g¿ =0,8 Cis 1250 14* 

(29) Dados los siguientes números complejos; z, =4 Cis 60% z2 =43 Cis 1500: y 


Za = 12 Cis 220%; Calcular cada uno de los siguientes productos: 
8lz+z2; Dz2z3; 2; 2223 
(30) Dados los siguientes números complejos: z; =8 Ciís 100%; z7 =4 Cís 25% y 
22 


Z1 


_ o A y 23 
z3 = 2 Cís 250%, calcular cada una de las siguientes divisiones: 3) e b) = : 
1 2 3 


(31) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones : 


(acisk )3cis( 20%) (Vecist) (VZCi s 1.8000) 
a) ——— —— mo ZA; ———Á__————AáKÁúÁ; 
8C1s1.2300 (2cis +7) Ci s(-3.2850) 


(32) Calcular cada una de las siguientes potencias: 
a) (2 Cis300)9; b) ($3 Cis 100%; e) [$ Z Cist-10%]*0 
(33) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones: 


((3Cisso0)2. (Y2cis)"  (f2cis1009*( + cis3000)* 


[2C/S(=2011 


st10011 Les Ey 
[Cis(=10014( $ Cis E) 
(34) Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones: 


: E 5 tt! «l 
a) (12 Cis 80%3(3-3i)*;  b) a 
(21) (12 Ci¡s900) 
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(35) Calcular cada una de las siguientes raices: 
a) *|16Cis100%; b) $(243Cis(—2250) 
(36) Calcular el valor de cada una de las siguientes raices dando la respuesta en forma binómica y 


3 
haciendo la representación gráfica de las mismas: a) [| 16Ci51200; b) af > 









A ( =. 3 A A 
EE CAS. (38) Resolver x = AL 1-11"-112C/560") 


9-31) ; 
(1431) ME 


(39) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones dando la respuesta en forma binómica : 


[3/) Resolver x = 





a) x*-16=0: bix?-27i=0; c1x%+1=0 


(40) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones dando la respuesta en forma binómica : 


a) xB+Y -243 =0; b) 2 +3i = 313: Cc) 1 L81,L =0 
Xx Xx 


RESPUESTAS 
) a 7) 
aan a (ED a (L-4): (33701140: 





b) (+.-%): Cc) 





bbx=2e y=1; cha=4yb=2; d)x=2e y =-3; 


(5) a) (-16,2); b) (224) c) (2.-L): (G)a)x=2+2i; 


bx =2ti; c)x=1£2i; (7) a)i% =1; b)i%% =i; c)1192 <= -1; 
d)119? =-i: (Ba)i: b) +: Cc) -1: (9 az, =3+4i; 


b) z2 = -2+4i; C)z3 = 2- . d)z4 =142i; (10) a) 4+5i; 


b) 2-5; (11) a) 14+5i; b) 33-30i; c) 66-18; (12) a) —-7+9i; 


le a O 15,10. AN 
b) -75+25i; (13) a) 17 +37 13 + ls 01.321; 


(14) adi: b) AiE Cc) -18+6i; (15) a) -5+12i; b) 5-12i: 


y 1) Zi: Cc) 


pra 
13 


Jue 


sir le 


Cc) -3-4i:; (16) a) — 16-121: b) 2 +18; (17) a) 


pan 
L 


= ALA. = 


bp) - 2-2: (18) a) +(4+i): b) +(2-3i): cj( y -2): 


(19)x=2e y =3; (20) m =3; (21)m =1 y n = —2; 


ET 
E 


e 


14 


| 


(22) m (23) 





(24) a) (4-51); b)(-3-4i), cl -5+5i); (25) a) (-4-3i): 

b) (2-31); c)(3+4 1); (26) a) 2y 120% b)2 y 225%; c)5 y 90%: 
d) 3 y 180%; (27) a) 2, =(243) Cis 30% b)z, =(/6) Cis 1350: 

c) za = 4 Cís 300%; d)z¿ =2Cis 90%; el za = (15) Cis 2700; 

f zg = (215) Cís 26% 33" 54"; g)z, =(10) Cís 251022'54"; 

(28) a) 2, =2/3+2i; b) la = 12,18, C)z3 = 2 

d) za =-43; €)zs =2,219+0,72i; f) za = -0,4615+0,6534i: 


(29) a) 4/3 Cis 210% b) LS cis 100; €) 246 Cis 70%: 


(30) a) ] Cis 180%; b) 2.Cis 75% c) 2 Cis 135%; 
(31) a) ) Cis 220%: D) 12 cis 150; (32) a) 8 Cis 900: 


dl 
b) 27 Cis 2400; €) 25Cis 260% (133) a) 2 + Cis 2000: b) E Cis 1760: 
(34) a) 288/42 Cis 0%; b) 32 Cís 345% (35) a) x, =2 Cis 250: 
x =2 Cis 115% x3 =2 Ciís 205%; xs =2 Cis 2950: b) xy = 3 Cis 270: 


X2 =3CI599% x3 =3 Cis 171% xa =3 Cís 243% y xg = 3 Cis 3150: 








(36) 





a) Xy =/3+ 1 
Xp = -1+13 ¡ 
Xy == 3- 
Xa = 1-43 

b) Xx = — 0,48+1,331 
Xx, = -0,92-1,09i 
Xq = 1,41 (0,241 

(37) x14 =* 25 Cis 150 xo =*125 Cis 135% x3 =*12% Cis 2550; 


6.5 65 
(38) xy E nl 30 y = Z Ciís 72% 30"; 


X3 


x2 


x2 


X3 


X2 


X5 


X3 


X3 


76 99 
6l ss 6195 
= al Cis 132% 30"; x4 = de Cis 192% 30"; 


61/25 6| 5 
AZ o, 252% 30'; x6 => AZ e, 312% 30; (39) a) x, =2; 


=21 a=-2; Xy =-"2: Dx»; -A3, i; 
= -A3, >: X3 =-—31; C)x; 12412, Xx = 2412; 
12 12.. - 1212, (40) al x; = 13 Ciís 540; 


(3 Cis 126% xs =/3 Cis 1980 xa =43 Cis 270% 


=/3 Cis 342% b)x, » 9/3 Cis 110% x2 =*3/3 Cis 2300; 
= 3 Cis 350% c) xy = 2 Cis 40% x2 =*12 Cis 1600; 


= 3/2 Cis 2800. 








VECTORES EN EL PLANO 





Vector fijo o vector ligado.—- Es un segmento de recta orientado 
' a, mediante una punta de flecha dibujada en uno de sus extremos. 


a a se 
El segmento ab orientado desde a hacia b se anota ab. 


El punto a se llama orígen y el punto b se llama extremo y la recta R, recta soporte. 


Elementos de un vector.— Todo vector está determinado por: 2) Su dirección; —b) Su sentido u o- 
rientación; Cc) Su punto de aplicación y d) Su longitud o módulo. 


Notación.— Para anotar los vectores seguimos dos procedimientos: 
1%) Colocamos una flecha encima de las letras que determinan el segmento. 


Ejemplo o Se anota AB 
A 


2%) Usando una sola letra con una flecha 
+ 


a 
Ejemplo. ww». S£ anota 3 


Notación del módulo.— Como el módulo de un vector está representado por un número positivo que 
nos indica su tamaño, cuando nos referimos al módulo del vector procedemos asi: 


a) Cuando el vector está dado por una sola letra, el módulo lo anotamos con la misma letras pero 
sin flecha 


Ejemplo: El módulo de a es a, el módulo de B es b. 


b) Cuando el vector está dado por las letras del origen y del extremo, el módulo lo anotamos con la 
notación de valor absoluto. 


Ejemplo : El módulo de AB es 1AB]|. el módulo de BC es lad!. 
Vector unitario.— Es el vector cuyo módulo vale uno. 


Vector nulo.— Es el vector cuyo módulo vale cero, o de otra manera, cuando el punto extremo coincide 
con el punto origen, y se anota: 0. 


Vectores paralelos.— Son los vectores que están situados en rectas paralelas, y pueden ser del mismo 
sentido o de sentido contrario, 


— 424 — 


Vectores opuestos.- Son aquellos que tienen la misma dirección y el mismo módulo pero los sentidos 
son opuestos. 


» 3 
-) + 
a E — o 
b 
PEA o 


Vectores consecutivos.- Dos vectores se llaman consecutivos cuando el extremo del primero coin- 
cide con el origen del segundo. 


> + 
a bD 





A 


Vectores perpendiculares.- Son aquellos cuyas rectas soporte son perpendiculares. También se les 
llama ortogonales. 
_— _——_—_—_——. 


e AAA 






Vectores equipolentes.- Son los vectores que siendo paralelos tienen 
el mismo sentido y la misma longitud, 

Geométricamente dos vectores equipolentes son iguales y se: 
anota a “ b. Se les reconoce porque el polígono que resulta de unir los 
orígenes entre sí y los extremos entre sí es una paralelogramo. 





A A >. 





y 
e a Vectores en un sistema de coordenadas.- Cada vector está 
| : limitado por los puntos origen y extremo, por lo cual si está definido por 
| : las coordenadas del par ordenado de estos puntos. 
Y1$--- ' : € 
. ox Si consideramos los puntos A(x,,y+) y Blx2.y2) el vector AB está 


definido por el par ordenado (AB). 





Componentes de un vector.- Cuando un vector está situado en un sistema de coordenadas puede 
representarse por las coordenadas de un PUNTO, cuya abscisa y cuya ordenada es la diferencia de las 
coordenadas de los puntos que forman el extremo y el origen; en ese orden, 


A las coordenadadas de este punto se le llama componentes del vector. 
En la figura anterior las componentes del vector AE son; 


Componentes de AB = U(x2=x1) (ya —y1)) 


Representación gráfica de un vector dadas sus componentes.- Cuando conocemos las compo- 
nentes de un vector libre, situamos en unos ejes de coordenadas el 
PUNTO que representa a las componentes. 

El vector que tiene como origen el centro de coordenadas y como 
extremo dicho punto representa al vector libre. 


En la figura está representado el vector libre 





+ 
a = (x.y) 
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Vector libre.- Hemos visto que todos los vectores que son equipolentes tienen la misma 
componente , o de otra manera, dadas las componentes de un vector, dichas componentes son las 
componentes de todos los vectores paralelos del mismo sentido y longitud que el vector dado. 


A este vector que representa a todos los vectores equipolentes con él se le llama vector /1bre. 
Al conjunto formado por todos los vectores libres del plano se le anota Vo. 


Vector fijo y vector libre.— Un vector fijo se caracteriza porque está situado sobre una recta soporte 
y en ella están determinados los puntos origen y extremo. 

Si el vector fijo se traslada sobre la misma recta su efecto no se altera. 

El vector libre se caracteriza porque no tiene recta soporte ni están determinados los puntos origen 
y extremo. 

El efecto de un vector libre no se altera al trasladarlo paralelamente así mismo, o de otra manera, 
puede representarse por cualquier vector equipolente con él. 


CALCULO VECTORIAL 





Hemos visto que un vector puede representarse por medio de una flecha o por medio de un par de 
números llamados componentes. 


Efectuar operaciones con vectores significa que dados dos o más vectores, llamados componentes, 
vamos a determinar uno solo, llamado resultante. 


: Adición de vectores 


Método general — Para hallar el vector suma de varios vectores dados por flechas, se dibujan en 
forma consecutiva, es decir, el origen del 2* tiene que coincidir con el extremo del 11%, el origen del 3% 
tiene que coincidir con el extremo del 2% y así se continua hasta dibujar el último. 


El vector resultante se determina uniendo el origen del primero 
con el extremo del último. 


Observación importante. Cuando un vector hay que dibujarlo en otro lugar del plano, es necesario 
que solamente se altere su punto de aplicación, por lo cual este nuevo vector tiene que ser paralelo, de 
igual longitud y del mismo sentido que el vector dado, o en otras palabras, tiene que ser equivalente al 
vector dado. 


Reala del paralelogramo.- Cuando tenemos que determinar el vector suma de dos vectores, que 
tienen el mismo punto de aplicación y diferente dirección, aplicamos el 
procedimiento llamado regla del paralelogramo, que consiste en lo 
siguiente : 

Por los extremos de cada vector (figura b) trazamos paralelas al otro 
vector, con lo cual se nos forma un paralelogramo. 

La diagonal que pasa por el origen común a los vectores es el vector 
suma, cuyo origen es este punto común y cuyo extremo es el punto de 
intersección de las paralelas. 








— 426 - 


Descomposición de vectores.— Así como la suma de dos vectores resulta otro vector, hay veces que 


es necesario descomponer un vector en la suma de dos vectores. A este proceso se le llama 
descomposición vectorial. 


Generalmente un vector se descompone en dos vectores perpendiculares entre sí, apoyándose en 
unos ejes de coordenadas cartesianas trazando perpendiculares por los extremos del vector a los ejes. 


Las intersecciones con los ejes son los vectores componentes del vector dado. 


D) 





+ , 3 
3 es la componente horizontal de a 
+ : > 
ay es la componente vertical de a 


: + +. > 
Siempre se cumple: a = aztay 





'- Diferencia de vectores 


+ _ » e Ea 
Se define la diferencia de dos vectores,3 y b,como la suma de a con el opuesto de b,es decir: 
+3 > + 
a-b =a+(-b) 


Para determinar el vector diferencia también seguimos dos procedimientos 1%) Utilizando el vector 
opuesto y 2%) Aplicando el método del triángulo. 


a A 


cjemplo a) Determinar el vector 3-B de los vectores adjuntos 
aplicando el método del vector opuesto. 





Procedemos así: Como el vector B es el sustraendo, dibujamos su 


vector opuesto (—B) y sumamos 3 y (-B) aplicando el método del 
paralelogramo. 








Ejemplo b) Determinar el vector 3-8 de los vectores adjuntos 
aplicando el método del triángulo. 


-b 
m 5 
a PÁ | | —_—_—______—_- 





Procedemos así: Trasladamos los vectores paralelamente a sí mismo 
_ nm E * 
hasta que coincidan sus puntos de aplicación. 


El vector diferencia tiene como origen el extremo del vector sustraendo 
y como extremo el extremo del vector minuendo. 
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Adición de vectores dados por sus componentes. - Dados dos vectores libres, y b, de A 


+ 
nentes 3 = (Xa. Ya) Y B = (Xp. Yp), se define la adición de a con B, y se anota, 3+D, al vector libre $ 
cuyas componentes son iguales a la suma de las componentes de los vectores. 


| 3+b = [(%+xp) Ava+yal1 | 


Propiedades de la adición de vectores. - En la adición de vectores se cumplen las siguientes pro- 
piedades: 
2) Es conmutativa; bj Es asociativa; c) Tiene elemento neutro; d) Tiene elemento simétrico. 





Resta de vectores dados por sus compone ntes. — Se define la diferencia de dos vectores libres, a y 
+ | 
b, como la suma de a con el vector opuesto b. 


si B = (xb.yb) > el opuesto es -B = (—Xb,— Yb) 


El vector diferencia tiene como componentes a la diferencia entre las componentes del minuendo y 


el sustraendo. 
¿3-8 = [(Xa—Xp) (Ya 7 y) ] | 


- > z 
Producto de un número por un vector, - Dado un vector a = (x,y) y un número real k, llamamos 


producto de dicho número por el vector a a otro vector, cuyas componentes se obtienen multiplicando 
las componentes del vector dado por el número real. 


8 Ge] 


El vector resultante tiene la misma dirección y el mismo sentido que 3 cuando k es positivo, y la 
misma dirección y sentido contrario cuando k es negativo, y el módulo es igual al producto de 3 por k. 











' Propiedades del producto de un número por un vector: 


a) k(3+B) =k a tk: B 


o) (p+a)-8 3 =p: $ il a 
+ 

c) pq: -3) = :2 

d)1a E 

a) 0-3 =Ú0 


: SE . > : , ; . -) +. 
Vector combinación lineal.— Un vector y se dice es combinación lineal de los vectores a y b si 
existen números reales p y q, tales que : 





Vectores colineales.—- Dos vectores son colineales cuando tienen la misma dirección (pueden estar 
sobre la misma recta o ser paralelos), lo cual implica que sean combinación lineal el uno del otro y, por 
lo tanto, sus componentes son proporcionales. 


>» a >. + 
a es colineal con b si B = p:a 


> mm : : 
Si los vectores a = (Xa.Ya) y D = (xp, yp) son colineales sus componentes son proporcionales, y se 
tiene que cumplir. 


E * xa"Yo = Xp" Y 

Xb Yb a 1 a 
Vectores linealmente independientes.—- Son los vectores que no son colineales, por lo tanto, no 
tienen la misma direccion (son convergentes) y sus componentes no son proporcionales. 


: + + : . ; ¿ 
Si los vectores a = (Xa,Ya) y b = (Xp. Yp) son linealmente independientes sus componentes no son 
proporcionales y se cumple: 


Xa , Y 
ay + ar vo E Ya 


Cualquier vector puede expresarse como una combinación lineal 
de dos vectores linealmente independientes. 


Base y dimensión de un espacio vectorial. Decimos que un par de vectores no colineales de un 
plano constituyen una base en el conjunto de todos los vectores del plano. 


En el plano cada base está formada por dos vectores, por eso se dice que el conjunto de los 
vectores libres del plano es de DIMENSION 2 y se simboliza por Va. 


Base canónica. Es la base que tiene como vectores l =(1,0) y 
j¡ = (0,1) que son perpendiculares y unitarios. 


y ed A ER 
Cualquier vector a = (x,y) puede escribirse como una combinación 
lineal de los vectores de la base canónica. 





a =xP+y-] 


Producto escalar de dos vectores dados en forma gráfica 





Cuando los vectores están dados por flechas los trasladamos 
paralelamente hasta que sus orígenes coincidan. 


Definimos el producto escalar como: 


el producto del módulo de uno de ellos por el módulo de la proyeccion 
del otro sobre él. 


> 
a 





-. + > : 
Si a y b son dos vectores cualquiera del plano cuyos módulos son a y b, 
4 + > ) 
el producto escalar se anota 3-b y vale. 





E E O O AA O 


pa 3-B =a-pb O 3-B =b-pa 


Como a, b, pa y pb son números reales su producto también será un número real. 


Cuando el vector proyectado tiene el mismo sentido que el otro, el producto escalar es positivo y 
cuando el vector proyectado tiene sentido contrario al otro vector el producto es negativo. 
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y En el caso particular en que los vectores sean perpendiculares, la 
proyección de uno sobre el otro es el vector nulo, por lo tanto, el 
y producto escalar también es nulo. 
E Si a1b entonces 3-b=0 
1 En el caso particular en que los vectores sean paralelos, la proyección 
Ñ a. ; del uno sobre el otro es igual al vector proyectado, por lo tanto: 
H ' 
¿ E -3¿nu7> > 
Le Si a || B entonces 3-b =a-b 
b Este producto es positivo cuando los vectores tienen el mismo sentido y 


negativo cuando tienen sentido contrario. 


Cuando conocemos el ángulo que forman los vectores el producto 
escalar de ellos es igual al producto de sus módulos por el coseno del 
ángulo que forman. 


+ 
3-B = a2-b-Cos a 





Cuando el ángulo d es agudo el coseno es positivo y el producto escalar también, y cuando el 
ángulo es obtuso el coseno es negativo y el producto escalar también, 


Producto escalar de dos vectores dadados por sus componentes. - Cuando los vectores están 
dados por sus componentes el producto escalar es igual al producto de las primeras componentes más 
el producto de las segundas componentes. 





entonces 3| 


Norma módulo o longitud de un vector.- Cuando el vector está dado por sus componentes, su 
módulo es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus componentes. 


dry 





3 = (Xa,Ya) + módulo de E + 





Ejemplo Cc) Dados los puntos A(3,4); Bl -2, 3): C(-4,-3); D(1,0). Determinar las componentes de 





cada uno de los siguientes vectores; *: AB; D) Bd: cl ca 





En cada caso determinamos el punto origen y extremo de cada vector y efectuamos la diferencia 
(extremo menos origen) entre sus abscisas y sus ordenadas, estos resultados son las coordenadas del 
punto que representa las componentes del vector. 


abscisas + -2-3 =-—5 
a) AB 3 A(3,4); B(-2,3) >» B-A 


ordenadas + 3-4 = —1 


| Resp a) Componentes de AB = (5,1) 


— 430 — 


| abscisas + -4-1[-2)] = -2 
b) BÉ +» Bl-2,3); C[-4,-3) + C-B 


ordenadas »+ -3-3 = -6 
| Resp. b) Componentes de Ye] =[-2,-6) 


Jena + 1-(-4 =5 


c) 0D + Cl-4,-3); D(1,0) + D-C ordenadas + 0-[-3) =3 


| Resp. c) Componentes de CD = (5,3) 





Ejemplo d) Determinar el vector suma de los siguientes vectores 
aplicando el método general. 





Con ayuda de unas escuadras dibujamos los vectores trasladándolos 
paralelamente,de tal forma que sean consecutivos,no importando el 
orden en que se dibujen. 

Uniendo el origen del primero con el extremo del último obtenemos el 
vector suma. 


= 6 Ejemplo e) Determinar las componentes horizontales y verticales de 
b cada uno de los siguientes vectores. 


En cada caso, por los puntos origen y extremo del vector trazamos rectas horizontales y 
perpendiculares,cuyas intersecciones determinan los vectores componentes. 











Ejemplo f) Dados los vectores 3 =(4,3); B =(-2,4) y € =(-1,-3) calcular: 


a) 3+b; b) B-2:; c) 3-B+e 





En cada caso efectuamos con las componentes las operaciones que nos indique el enunciado. 


a) 3+b 3 + B = ((4-2),(3+4)] = (2,7) | Resp. a) 3+B = (2,7) 
B=(-2,4) 
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"B=(-2,4) 


b) b- = [(-24+1),(44+3)] = (-1,7) 


| Resp. b) B-2 =(=1,7) 


¿=(-1,-3) 





a = (4,3) 
cl 3-B+c B=(-241 € =(14+2-1),(3-4-3)] =(5,-4) 
E 


=(=1,=3) 


| Resp. Cc) 3-B+2 = (5,-4) 





ejemplo F Dadas los vectores 3 = (1,2); b =(3,4) ; CS =(2,4): d =(-6,-8): 8 = (3.2): 
= t=(5 — 1) - indicar qué vectores son colineales 


A A AqgIKÉá2_ A AAA 


Un vector es colineal con otro vector cuando las componentes de uno de ellos son proporcionales a 
las de otro, o de otra manera, cuando las componentes de uno de ellos son iguales a las del otro 
multiplicadas por un número real. 


En muchos casos podemos apreciar a simple vista cuándo un vector es colineal de otro, porque 
podemos sacar factor común a las componentes, por ejemplo: 


2 2124) =2(1,2) =24 +0 =22 
d =(-6,-8) =-23,4) =-2b +» d =-2 
) =2 + 3=2f 


Ejemplo h) Dado el vector a = (-4,10) y los vectores B = (-4,-2) y d= (-6,3) determinar 3 como 
una combinación lineal de B y ¿e y después expresar gráficamente el proceso matemático. 





5 + ] " . al j —» 
Razonamos así: Para que el vector a se pueda expresar como una combinacion lineal de los vectores b 


y E, estos no deben ser colineales. . es decir, que sus componentes no sean proporcionales, lo cual 
comprobamos con los productos cruzados. 


B=(-4,-2); E =1-6,3) » E y E > -4:3 y -6(-2) + -124 +12 


3 >) id 
Como los vectores Bb y € no son colineales procedemos así : 


, . . > =p + — 
Según el enunciado se tiene que cumplir: a =p-b+q-C 


en donde p y q son números reales diferentes de cero, por lo tanto, escribimos: 
3 = on-B+gq-e = p(-4,-2) +q(-6,3) + (-4,10) = (-4p,-2p) +(-6q,3q) 


Efectuando la suma resulta: (-4,10) = [( -4p-64).([-2p+3q)] 


Si dos vectores son iguales significa que sus componentes son iguales, es decir: 
-=4 = —4p-6q y 10 = —2p+3q 


Hemos llegado a un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que resolvemos por cualquiera 
de los métodos conocidos. 


4p+64 =4 ————> 4p+6q = 4 


_72p+3q =10 + x(2) — -4p+6q = 20 
0+12q =24 >» q=3=2 | Resp. q = 


Cálculo dep + 4p+6q =4; para q =2 3 4p+6(2) = 4 


4p+12=4 » dp =-8+p=32=-2 | Resp p==-2 
+ | ao” | 
3 =p-B+q:0 = -2B+28 | Resp. 3 =-2B+2% 





Ejemplo 1) Expresar cada uno de los siguientes vectores como una combinación de | y de j 


> 7 05 E IE 78 
3=(1,3):; B=(1-2,1): E = e) 





En cada caso aplicamos la propiedad de que cada vector es igual a la suma de la primera 
componente por i¡ más la segunda componente por j. 





a =(1,3) =1-1+3:] 
B=(-2,1) =-2:P+1-] 
¡MEME 
oc Dr dd a 


Ejemplo j) Dados los vectores 3 =(3,2) Y B=( 1,4) hallar su producto escalar 
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| + > 
B=(3-7+2-11-T7+4-7) =(3)(1)+(2)(4) = 3+8 = 11 Resp. a-D =11 





tjemplo k) Determinar la norma o módulo de cada uno de los siguientes vectores: 


30125 8= 10: ¿= (1%) 





Como los vectores están dados por sus componentes, en cada caso el módulo es igual a la raíz 
cuadrada de la suma de los cuadrados de sus componentes. 


3 =11,2) > Módulo de 3 =a=41112+(22 =/1+4 =V5 Resp.a =Y5 
> -p E ] 
B =(-1,3) > Módulo de B =b =1(-1)2+(3)2 =/T1+9 =/10 | Resp.b =/10 


¿=(1,%) > Módulo de d =c NS [5 - 40-12 


| Resp.c En 





Ejemplo |) Determinar si los vectores 3 =(4,-6) y B = (3,2) son perpendiculares. 





Razonamos así: Si los vectores son perpendiculares su producto escalar es igual a cero. 


Como los vectores están dados por sus componentes, el producto escalar es igual a la suma del 
producto de sus primeras componentes más el producto de las segundas componentes, por lo tanto: 


3 =(4,-6) y B=1(3,2 + 3-b= 43)+(-6)(2) =12-12=0 > 32-B=0 


Como el producto escalar es igual a cero, significa que los vectores son perpendiculares. 





tjemplo li) Calcular el valor de x para que los siguientes vectores sean perpendiculares 


3=(69) y B =1(3%) 





Razonamos así: Como los vectores son perpendiculares su producto escalar es nulo y como están dados 
por sus componentes su producto escalar es igual al producto de las primeras componentes más el 
producto de las segundas componentes, por lo tanto: 


3 =(69 y B=13x) +31B +23:B=0 > (6)13)+(9)0) =0 
640 0 x= 2 x= 2 Resp. x =-2 
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EJERCICIO No (47) 
(1) Dados los puntos A(2,3); B(-3,2): C(—3,—5), determinar las componentes de cada uno de los 


siguientes vectores: 4 
a) AB: b) Bd; Cc) CA 


-_ d (2) Determinar el vector suma de los siguientes vectores 
SN $e aplicando el método general, 


| b (3) Hallar el vector suma de los vectores 3 y 5 aplicando el 
a método del paralelogramo. 


| > 
(4) Descomponer el vector a en sus componentes horizontal y 
vertical, 


rn | 
(5) Descomponer el vector a en dos componentes paralelas a las 
rectas D; y Da. 


D, 


+ =p . : 
(6) Dados los vectores 3 y b determinar el vector á—b aplicando 
el método del triángulo. 





(7) Dados los vectores 3 = (3,2); B =(-3,3) y € =(-4,-2), calcular: 


a) 3+ b; b) a+0: c) 3+B+0 
(8) Dados los vectores 3 = (4,1): B =(-1,4) y ? =(-2,-5), calcular: 

a13-B; b1B-d; cj3+B-e 
(9) Dados los vectores 3 =:(2,3); B = (-2,4) y ES = (-1,-3), calcular : 

2133: b)-28; crig+2ad; da2h; erstd+B; mol 
(10) Dados los vectores 3 = (1,2); B =(-3,1); € = (+.1): d = (-15). indicar cuales de 
ellos son colineales. 

(11) Calcular el valor de x en cada uno de los siguientes casos para que los vectores sean 


colineales: aja = (3,2) y 8 =(x,5) : b)é = ((x+1),1] y d = (x,3); 


c) 8 =1x,(2x+1)] y ? =(3,4) 
(12) Calcular el valor de x en cada uno de los siguientes casos para que los vectores sean 
colineales: a) a = (4,3) y B = (2,3); b) ¿ = [((x+2),3] y d = -(x,2) 
(13) Calcular el valor de x e y para que se cumplan las siguientes igualdades: 
, iy ; : 1 UFI 
a) (3,2) =(2x,—y); Dl x(3,-2) =(y,2); 0) (2x1) =y(1-2); di x( 7.3) = (26), 
(14) Dado el vector 3 = (-2,5) y los vectores B = (2,3) y e = (-4,-2), determinar 3 como una 
combinación lineal de B y ¿, y después expresar gráficamente el proceso matemático. 
(15) Dados los vectores 2 =(1,1); B =(-1,2); € =1-34); d =(1,10) y € =(0,2); a) 


Determinar d como combinación lineal de a y b) Determinar e como combinación 
lineal de B y e 


(16) Indicar qué par de vectores de la figura adjunta forman 
una base en Va. 


(17) Indicar qué pares de vectores forman una base en V». 


3 =(1,2) (1,3) (2,1) 
a) - : b) - € 1 > 
B=134) d =(-2,6) P=(is) 


(18) En los pares de vectores que se dan a continuación calcular la incógnita para que formen base 


en Va, 
= (4,1) € =[(x-1).,2] "3 =(2x,(x-3)] 
- D) : €) 
d 1 


=(x,3) = (2,3) 


aL 


(19) Expresar cada uno de los siguientes vecíores como una combinación lineal de T' y de ]: 
3 =(23: B=(-32) ¿=(£, 2): 8 =( (5,47 


(20) Determinar el módulo o norma de cada uno de los siguientes vectores: 


3=(23); B=(-2,1): ¿=(1345): d=(112 


(21) Dados los puntos A(2,4); Bí-3,1) y C(-1,-4) determinar el módulo de cada uno de los 
siguientes vectores: a) AB; b) Bd; c) TA 


(22) Calcular el valor de x en cada uno de los siguientes casos para que los vectores sean 


unitarios. 3 =- (= 3 ): b = (5 2D) ES = (S- 13) 


¿7 E 


(23) Determinar si los vectores á = (2,3) y D =1(3,-2) son perpendiculares. 
(24) Determinar qué pares de vectores son perpendiculares : 
ha | Qe A + qa 
= (1,2) ñ b ( S 2) | e =(0,(3) 
d =(3,2) ? =((2,0) 


(25) Calcular el valor de x en cada caso para que los pares de vectores sean perpendiculares: 


3 =05, 1) C =1(x+1),3) e =(x,2) 
a) ; b) ; Cc) 


¡Busti d<=(2, =4) Í = (4,(2x-1)] 


RESPUESTAS 





(1) 8) (-3,=1); b)10,-7); c) (5,8); 


e 


(2) 


(3) 





(7) a) (0,5); b)(-1,0); c)(-4,3); (8) al (5,-3): b) (1.9); 
c) (5,10); (9) a) (6,9); b)(4,-8); c) (-5,-15); d) (-8,24); 
e) (0,35), f) (0,0): (10) 3cond; Bcond; (11) a) x =15/2: 
Dr a (12) 8)x+2; bIxf4; 

(13) ax =3/2; y=2; bx=-1; y=-3: c)x =-1/4: 

y =-1/2; d)x=2; y =-5/6; (14) ¿ =3B+20; 

(15) a) d =43+3B; b)e =3B-2; (16) El par b); (17) a) Si; 


b) No; c)No; (18) a)x+6; b)x*+3; c)x+*+ -3/2: 
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(22) 3>+x 


(24) a) si; 





| p 
-3-2=10 123 





Coordenadas en la recta Coordenadas en el plano Coordenadas en el espacio 


En la figura a) podemos observar que un punto P, situado sobre una recta orientada, está 
determinado por su número x, 


Entla figura b) podemos observar que un punto P, situado en el plano de un sistema de 
coordenadas cartesianas está determinado por dos puntos, x e y, anotados en un cierto orden; P(x,y) 
llamados abscisa y ordenada. 


En la figura c) podemos observar que un punto P, situado en un sistema de coordenadas en el 
espacio, está determinado por tres puntos Xx, y z, anotados en un cierto orden P(x,y,z) en donde: 


x >3 esla coordenada del punto P sobre el eje X 
y 3 esla coordenada del punto P sobre el eje Y 
z 3 esla coordenada del punto P sobre el eje Z 
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Componentes de un vector, - Cuando un vector AB está situado en el espacio y en un sistema de 
coordenadas, puede representarse por un punto cuyas coordenadas se obtienen restando las 
coordenadas del punto extremo de las coordenadas del punto origen. 


A las coordenadas de este punto se las denomina componentes del vector. 


Si Alxa.Ya:Zal Y Blxb.Yb»2p) las componentes del vector AB son [(Xp9—Xal [Yp7 Ya) (xp Za)) 


Relación entre los conjuntos R* y Vz.- El conjunto R? está formado por las ternas de puntos 
(x,y,z) en donde x,y,z2 € R y el conjunto Va está formado por los vectores libres del espacio. 


Como a cada terna ordenada de números reales le podemos asociar un vector podemos definir una 
función biyectiva f:R? > Va, tal que, f(x,y,2) = Vector libre. 


Esta biyección nos permite identificar dos clases de vectores,el geométrico en forma de flecha que 
usamos en Física y el analítico,dado por una terna ordenada de números reales. 





Cálculo vectorial en el espacio 


a de vectores. - Dados dos vectores libres 2 y D. cuyas componentes son: 3 = = (Xa.Ya/Za) Y 


+ 
= (Xb, Yb, 2p). se define la adición de 3 con B,y se anota 3+B, al vector libre cuyas componentes son la 
me de las componentes. 


3+B = [0 +x0) (ya +vo) [Za +2p)] 


Propiedades de la adición de vectores 





-. 


Conmutatividad + Si 3.B€ R? entonces 3+D = B+3 
Asociatividad + Si 3,B,0 € RÍ entonces ariB+o = ( 
Elemento neutro + Si 3, ERÍ y 5] = (0,00) ; 3+0 =0+3 = 3 

o] se denomina vector nulo 
Elemento opuesto + Si a = (x,y,Z) y -3 =(=-x,-y,-z) ¡entonces 3+1-3) =0 


l € a e | + 
Diferencia de vectores.- La diferencia de dos vectores 3 y B la definimos como la suma de 2 
+ | 
con el opuesto de b,es decir: 


Multiplicación de un número real por un vector. - Dado un vector 3 = (x,y,z) y un número real k, 


+ 
denominamos producto de dicho número por el vector a a otro vector cuyas componentes se obtienen 
multiplicando las componentes del vector por el número real. 


ka = (k-x,k-y,k-z) 
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Propiedades del producto de un número por un vector 





a) Para todo k€ R ytodo abe R? se cumple: k(2+B) =k:3+k-B 


bj Para todo p.qE€R y todo 3,B€ RÍ se cumple: (p+a) 3 = p-3+q-3 
c) Para todo pqe€R ytodo 3€R3 se cumple: píq-3) =(p:q): 
d) Para todo 0,1,k€R ytodo dae RA? se cumple: 0-3 =0:; 1-3 =3: 1.4 = -3 


Espacio vectorial.— Si X es un conjunto, decimos que X es un espacio vectorial sobre otro (puede 
ser sobre O, o R o C) si están definidas sobre él dos operaciones, una adición y un producto por un 
número, que cumplan las siguientes condiciones: 


La operación de adición debe ser: a) Asociativa; b) Conmutativa; c) Tiene elemento neutro; 
d) Todo elemento de X tiene su opuesto,tal que,si x€ X el opuesto es —x € X. 


La operación del producto por un número debe cumplir: Sip q€R o p.qecrc y x.y € Xentonces: 


a) plx+y) = px+py 
b) ([p+aq)«x = px+qx 
c) plq:x) = (p-q)-x 
d) lx =x 


Algebra lineal. — El estudio de los espacios vectoriales y las transformaciones lineales entre ellos, 
pertenecen a la rama de la matemática llamada algebra lineal, cuya función consiste en transformar los 
problemas geométricos en problemas algebraicos,que en general son más fáciles de resolver. 


Espacio vectorial R?.- El espacio vectorial R? está formado por todos los vectores del espacio 
definidos por ternas ordenadas de números reales y las propiedades de la adición de vectores y el 
producto de un número real por un vector definido en R? son las siguientes: 


a) Propiedad conmutativa de la suma 3+B =B+2 

bj) Propiedad asociativa de la suma +» 3+BD+0 =(2+D)+0 =2+(B+c) 

c) El elernmento neutro es O; a+0 = d+3 = a 

d) El vector opuesto de 3es -d > 3+(-8) =(-3)+3 =0 

e) Propiedad conmutativa del producto por un número real > k-2 =3-k 


f) Propiedad conmutativa del producto de un número real por una suma de vectores: 
k(3+B) =k-3+k-B 
g) Propiedad distributiva de una suma de dos números reales por un vector: 
(p+q)-2 =p-3+q-:2 
h) Propiedad asociativa del producto de un número real por el producto de otro número por un 


vector : p-(q-a) = (p-q)-3 


Todas estas propiedades de adición y producto por un número real nos permite decir que R* tiene 
estructura de espacio vectorial sobre el conjunto R. 


. . 2 + : 
Vector combinación lineal de otros.- En forma general un vector a es combinación de otros 
vectores, b,c...h, si existen números reales, p,q.r...t,tales que: 






ai 
Cuando p =q =r =... =0, entonces a =0:b+0:c+0:d+... =0 
Esta combinacion se llama trivial porque da como resultado el vector nulo. 


La inversa no es cierta, es decir, el hecho de que una combinación lineal de vectores dé como 
resultado el vector nulo no significa que sea trivial. 


Este tipo de combinaciones lineales de vectores no nulos cuyo resultado es el vector nulo se 
denomina combinación lineal nula. 


| , S | : +3, > e .. 
Vectores linealmente dependientes.- Un conjunto de vectores (a,b.c,...h) es linealmente 
dependiente si al menos uno de ellos puede expresarse en forma de combinación lineal de todos los 
demás. AZ 


Según la definición de vectores linealmente dependientes se cumple: 


, ++ > ; . 
a) Todo conjunto de vectores (9,8,b,...R] que contiene al vector nulo es linealmente dependiente 
porque se cumple la combinación lineal. 






: > : ! ds 
b) Todo conjunto de dos vectores no nulos (3,8) paralelos es linealmente dependiente porque sus 
componentes son proporcionales. 


inversamente dos vectores no nulos que son lineales dependientes son paralelos porque siempre se 
puede escribir que uno de ellos es igual al producto de un número real por el otro. 


| : ++ a 
c) Todo conjunto de vectores (2,8,2....R) es linealmente dependiente si la combinación lineal nula 
no es trivial. 


; ; rd y : y 
Vectores linealmente independientes.- Un conjunto de vectores (a,b,c,...A) es linealmente 
independiente cuando ninguno de ellos puede expresarse como una combinación lineal de todos los 
demás. ——— 


Según la definición de vectores linealmente independientes sus propiedades son la negación de las 
propiedades de los vectores linealmente dependientes. 


a) Todo conjunto de vectores, que contiene al vector nulo,no es linealmente independiente. 
bj) Todo conjunto formado por dos vectores no nulos, que no son paralelos,son linealmente 
independientes. 


c) Todo conjunto de vectores (2,8.,2,...R) es linealmente independiente si la combinación lineal nula 
es trivial. 


Dimensión de un espacio vectorial.- Es el número máximo de vectores linealmente independientes 
que puede tener un conjunto. 

El plano es de dimensión 2 y se simboliza por V¿ cuando nos referimos a flechas y por R* cuando 
nos referimos a los pares de números reales que forman sus componentes. 
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El espacio es de dimensión 3 y se simboliza por V3 cuando nos referimos a flechas y por R? cuando 
nos referimos a ternas ordenadas de números reales que representan sus componentes. 


Base de un espacio vectorial. > La base de un espacio vectorial es el conjunto de vectores 
linealmente independientes que se eligen para expresar cualquier wector de dicho espacio como una 
combinación lineal única de los vectores que forman la base. 

Los vectores que forman la base tiene que estar ordenados, porque la base (e; 82,83) es diferente 
a la base (8>,e,,83)., lo cual implica que cuando nos referimos a una base se sobrentiende que es 
ordenada. 

En forma general un espacio puede tener varias bases,pero todas están formadas por conjuntos con 
el mismo número de vectores. 


+>3> A 
Coordenadas de un vegtor en una base dada. - Dada una base B = (e,,e2,es3). se denomina 
coordenadas del vector a en la base B a los únicos coeficientes p,q y r que verifican la combinación 
> 
lineal de a con los vectores de la base. 


o > > 
= p.87 +q:82+r-83 


o, 04 


Esta combinación lineal se anota: a = (p.q.r)a y las coordenadas del vector 3 en base B son 
(p,.q. 


Base canónica.- Para simplificar los cálculos de vectores en e? 
fa z >” ; 
utilizamos como base el conjunto (7,,k) que se denomina base 
canónica y sus componentes son: 
+ 


Y =(1,0,0); j =(0,1,0) y K =(0,0,1) 


Geométricamente la base canónica está representada en la figura 
adjunta sobre unos ejes de coordenadas perpendiculares y los vectores 
son perpendiculares entre sí. 





Aplicaciones de la base canónica. - Las coordenadas de un vector en la base canónica son ¡iguales a 
las componentes de dicho vector. 
| a | A . A] 
Si el vector a tiene como componente la terna (x,y,z) y sus coordenadas en la base canónica son 
(p.q.r) entonces. 


(x,y,2) = [p.q.r) 3 = (xy z) > a = p-P+q-P+rok 


> .. + a 
Producto escalar de dos vectores. - Dados los vectores 4 = (Xa.Ya,Za) Y D = (Xp.Yb.Zo) se define 
el producto escalar de estos dos vectores, y se anota a-b, a la suma del producto de sus componentes. 


FE 
a-b = (xa.Ya.Zal(Xb-Yb.Zb) = Xa*XbtYa* Yo tZa*Zb 





| Propiedades del producto escalar 


mE hb + +) 
aj Conmutatividad = a-b=b-3a 


bj Distributividad > 3D+) =3-D-+3-2 
e) Homogeneidad > p(3-B) =(p-3)-B =3-(p-BD) 
dy Positividad + 2-3. >0: cuando 3=0,3:3=0 


Producto escalar de dos vectores en V,.- El producto escalar de 
dos vectores libres del espacio vectorial Va es igual al producto de sus 
módulos por el coseno del ángulo que forman: 





Esta fórmula se utiliza para calcular el ángulo que forman dos vectores libres. 


Vectores ortogonales o perpendiculares.- Si en un espacio vectorial está definido un producto 
á > á : 
escalar, dos vectores 3 y B son perpendiculares, y se anota alb, si su producto escalar es igual a cero. 


Si 3-B =0, entonces 318 


Longitud o norma de un vector.- Se denomina longitud o norma de un vector á = (x,y,z) € RÍ y se 
> , j 
anota |a| a la raíz cuadrada de la suma de sus componentes. 


3 > 
Norma dea > lal = (2 +y?+22 


a) La norma de un vector siempre es un número positivo y vale cero cuando el vector es nulo, 


la] >0 y cuando a=0,fá] =0 


bj La norma de un vector por un número real es igual al valor absoluto del número real por la norma 
del vector. 


1311) =|k]-13] | 


c) La norma de una suma de vectores es menor que la suma de los 
sumandos. 


13+8| < [a] +15] 
En un triángulo, un lado es menor que la suma de los otros dos. 





08 <OA + AB 
- . , » : . 12H ba 
d) Un vector se llama unitario cuando su longitud es igual a la unidad. Si [a| =1,entonces a es 
un vector unitario. 


++? . : 
Bases ortonormales.- Una base (a,b,c) de R?* se demomina ortonormal si los vectores son 
perpendiculares dos a dos y la norma de cada uno de ellos es igual a uno. 


AE >> 
La base canónica (1,j,Kk) es ortonormal. 


-4 a . -—) -) * 
Producto vectorial de dos vectores (Definición geométrica).— Dos vectores u y v linealmente 
independientes pertenecen a un plano r. 
Por el punto O que es el origen común a los dos vectores se puede 
. / ; + 
trazar una recta perpendicular al plano y en ella situar un vector w cuyo 


: >>) e 
sentido sea: tal que la terna de vectores (u,v,w) sea positiva y su 
módulo sea igual a: 





Iw] =]|8]-]V]-|Sen a] 


-e hn q : 3 4 > > 
El vector w,por definición, se denomina " producto vectorial de u por v y se anota w =ux 





Ejemplo a) Dados los puntos A(4,3,2); B(-3,2,0) y C(0,-5,4) calcular las componentes de cada 


uno de los siguientes vectores: AB; y Bd 





En cada caso restamos a las coordenadas del punto extremo sus correspondientes del punto origen. 
Vector AB + B(-3,2,0); A(4,3,2) > B-A >» [((-3-4),(2-3),(0,-2)] = (-7,-1,-92) 

| Resp. Componentes del AB = (-7,-1,-2) 
Vector Bl + C(0,- 5,4); B(-3,2,0) + C-B 3 [(0+3),( -5-2),(4-0)] = (3,-—7,4) 

| Resp. Componentes del Tal = (3,-7,4) 





1) y D(4,5,7) dibujar los vectores de 


* 


Ejemplo b) Dados los puntos A(—1,1,2); B(1,5,4); C(-2 


, —é,, 
posición de cada uno de los siguientes vectores; AB y CO 





En cada caso hallamos las componentes de cada vector y después dibujamos el vector de origen el 
centro de coordenadas y extremo el punto que corresponde a las componentes. 


Vector AB + B(1,5,4) y A(-1,1,2) » B-A + ((1+1),(5-1),(4-2)] = (2,4,2) 
Componentes de AB = (2,4,2) 

Vector TÓ > D(4,5,7) y C(-2,-4,1) + D-C > 1(4+2),(5+4),(7-1)] = (6,9,6) 
Componentes de TD =(6,9,6) 


Ahora situamos estos puntos en unos ejes de coordenadas y dibujamos el vector de posición 
uniendo el centro de coordenadas con cada punto. 





2 A A A A A A 






f J 
E A A 





Ejemplo c) Dados los puntos del espacio A12,1,-1); B(-2,2,1); C(5,1-2); D(1,2,0); E(3,-3,-1) 
y Ft-1,-2,1) calcular las componentes de cada uno de los siguientes vectores e indicar 


cuáles son equipolentes,AB; Bd: TD; CP: EF; FA 





En cada caso a las coordenadas del punto extremo le restamos las coordenadas del punto origen de 
cada vector para calcular sus componentes, después comparamos las componentes, y aquellos que 
tengan las mismas componentes son vectores equipolentes. 


Vector AB > B(-2,2,1) y A(2,1,-1) + B-A >» [(-2-2),(2-1),(1+1)] = (-4,1,2) 
Componentes de AB = (-4,1,2) 

Vector BO > C6,1,-2 y B-22,1) +:0=B + (8+2.,01=2)1, (2-11 =(7,=14,-3) 
Componentes de Bd =47,= 1,3) 


Vector CD D(1,2,0) y C(5,1,-2) + D-C > [(1-5),(2-1),(0+2)] = (-4,1,2) 
Componentes de CD = (—4,1,2) 


Vector TF > F(-1,-2,1) Y EC(5,1)-2 +F-C > I-1-5)14-2-1),14+2)] = 10, -3,3) 
Componentes de CF =( 0. 3,3) 


Vector EF 3 F(-1,-2,1) y E(3,-3,-1) 3 F-E 3 [(-1-3),(-2+3),(1+1)] = (-4,1,2) 
Componentes de ER = [-4,1,2) 


Vector FO 3 C15,1,-2) y F(-1,-2,1) > C-F 3 1(5+1),(1+2),(-2-1)] = (6,3, -3) 
Componentes de FA = (6,3,-3) 


Los vectores AB, CD y EF son equipolentes porque tienen las mismas componentes que son ([-4,1,2). 





Ejemplo d) Dados los vectores 3= le e Ad E B = (-2,0,-1) y ¿ = ( =. + ; —) calcular las 
Ea a y y.» 
componentes de cada una de las siguientes sumas; 2) a+b; 5! arc; 





En cada caso sumamos las ternas de los sumandos. 


a) 2+B 33=(1,3,-2) y B=(-2,0,-1) + 3+B =[(1-2),(3+0) (-2-1)] = (-1,3,-3) 


| Resp. al a+B =(=1,3,=3) 


b)r3+d or ¿(13,2 y é= (7.5.4) 
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Ejemplo e) Dados los vectores 3 =(2,0,-3): B =(-1,1,0) y € = (12,- L 3) calcular las 


componentes de cada una de las siguientes diferencias: 2) a —b:; b) B-¿ ; 





En cada caso restamos las componentes de los vectores. 


ae sr 3=(20,-3) y B =(-1,1,0) » 3-B = [(2+1),(0-1),(—3-0)] =(3,-1,-3) 


| Resp. a) 3-B =(3,-1,-3) 


nro A 1:10 + 4= ((2.-+.3) 


B-d =((-1 4 2),(1+ = ).(0,-3)] = (-1-12, = ,-3) 





| Resp. b) B-é = = 4 2, = 23) 
+ 


Ejemplo f) Dados los vectores 3 = (34,5); B =(-1-2-3 y € = (-4,1,-3) calcular las 
componentes de cada una de las siguientes combinaciones de vectores: 


a) 3+B+d: bi3-B-d; c)B-2+28 


En cada caso aplicamos las propiedades para sumar y restar vectores, 


al 2+B4d + 3 =(3,4,5), B =1-1.-2,-3), € = (-4,1,-3) 


3+B+2O =1(3-1-4),(4-2+1) (5-3-3)] =(-2,3,-1) | Resp. a) (-2,3,-1) 
b3-8-2 3d =1345); BD =(=1,-2,-3): € =(=4;1,-3) 
3-B-? =1(3+1+4),(4+2-1),(5+3+3)] =(8,5,11) | Resp. b) (8,5,11) 


abr » Bio l=1,=9=9)5; E =(-40,=3)> E =48:4,5) 


[(-1+4+3),(-2-1+4+4),(-3+34+5)] = (6,1,5) | Resp. cc) (6,1,5) 





Ejemplo 9) Dados los vectores 3 =(1,2,3) y B =(-1,2,—3), calcular el vector € que es la combi- 
nación lineal 23 — 30 
Simplemente resolvemos la ecuación vectorial aplicando las propiedades de suma y producto por un 
numero real. 
Ps = 23-323 — 211,2,3) —3( —= 1] 2,3) = [2- 1,2: 2,2" 31+[( =1)( —3) (2) 1 3) A 3) ( 3) ) = 
= (2,4,6) +(3,-6,9) = [(2+3),(4-6),(6+9)] = (5,-2,15) 
Resp.2 (5,-2,15) 





Ejemplo hi) Expresar el vector (4,1,0) como combinación lineal de los vectores: 
3 =1(2,0,1); B. =(0,2,-1) y € =(0,1,-1) 





Aplicamos la definición de combinación lineal y resolvemos la ecuación, teniendo en cuenta las 
propiedades del producto de un número por un vector, las de la suma y las de vectores iguales. 


So>. >? 
(4,1,0) =p-:a+q:b+r*c 
Sustituimos los vectores por sus componentes y efectuamos operaciones, 


(4,1,0) = p(2,0,1)+q1(0,2,-1)+r(0,1,-1) +» (4,1,0) = (2p,0p.p) +(0q,2q,-—q) +(Or,r, —r) 
(4,1,0) =1(2p +09 +0r),(0p+2q +r),1p-q-—r)] 


Como los vectores son iguales sus componentes también lo son, por lo tanto: 
(A) + 2p+0p+0r =4; (B) + Op+2q+r =1 3 (U); p-q-r=0 


Hemos llegado a un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que resolvemos asi : 


(A) + 2p =4 » Pp=2; (C) +» p-q-r =0 + 2-q-r =0U 


q =2 > [(D); (B) > 2q+r =1 


(D) 5 qt =23 x(-1)= -q=1 = -2 
(B) + | 2q+1 =1 —————= 2q+rt = 1 
q+0 = -1+494=-1 


q+r =2; para q =-1 + -1+r =2 + 1>=3 


Sustituyendo estos valores en la primer ecuación nos queda: 


(4,1,0) =p:3+q-B+r-2 = 22-B+37 


- Resp.(4,1,0) =24-B+30 





o ee > a LL a A | 
Ejemplo 1) Determinar las componentes de x en la siguiente ecuación 2a+x =b, sabiendo que: 


3 =(1.0,1) y B =(4,-1,0) 





Como las ecuaciones vectoriales con sumas y productos por números reales las podemos tratar 
como si fueran algebraicas, despejamos X y resolvemos la ecuación resultante. 
22+x =B > X =B-23 = (4,-1,0)-2(1,0,1) 
an ' A+ 
Xx =(4,-1,0)-(2,0,2) =(2,-1,-2) | Resp. X =(2,-1,-2) 





Ejemplo j) Estudiar los pares de vectores dados a continuación para saber si son linealmente 
dependientes o linealmente independientes: 
a) 3 =(3,2,1) y B =(4,0,2); b) 2 =(3,6,9) y 3 =(2,4,6) 





Con cada par de vectores formamos combinaciones lineales nulas y calculamos los coeficientes. Si 
todos estos coeficientes son nulos la combinación es trival y los vectores son linealmente 
independientes, pero si alguno de estos coeficientes no es nulo la combinación nula no es trivial y los 


vectores son linealmente dependientes. 
al 3 =(3,2,1) yB =(4,0,2) 
Formamos la combinación lineal nula y calculamos los coeficientes, así: 
pa+qb = o) + p(3,2,1) +q(4,0,2) =(0,0,0) 
(3p,2p.p) +(4q,0,2q) =(0,0,0) + [(3p+4q),(2p +0),(p+2q)] = (0,0,0) 
Como los vectores son iguales sus componentes son iguales, por lo tanto: 


(A) 3 3p+4q =0; (81 + 2p+0=0; [C) +» p+2q =0 
(B) +32p=0 3>P=0; 10) » p+2q =0 + 0+2q =0 +94 =0 


Como p =q =0 la combinacion lineal nula es trivial. 
> 3 : 
| Resp. a) Los vectores a y b son linealmente independientes 


bi E =(3,69) y d =12,4,6) 


Formamos la combinación lineal nula y calculamos los coeficientes así: 
p-2+q-d =0 > p(3,6,9) +q(2,4,6) =(0,0,0) > (3p,6p,9p)+(2q,4a,64) = (0,0.0) 
[(3p +2q),(6p +4q),(9p9 +6q)] = (0,0,0) 


(A) 3 3p+2q =0; (B) >+ 6p+4q =0; (€) > 9p+6q =0 


En este sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas podemos observar que si dividimos (B) por 


por 2 y (C) por 3 nos queda: 


— HAS: — 


(B) + 6p+4q =0 + 3p+2q =0; (C) + 9p+6q =0 + 3p+2q =0 


es decir, que las tres ecuaciones son iguales, o de otra manera, solamente tenemos una ecuación 
3p+2q =0. 


Despejando una de las letras y sustituyendo valores en la ecuación de la combinación lineal no nula 
resulta ; 


> > 
3Ip+2q =0 + p = -=, pc+ad =0 > -H tad =0 

41 ds : 7 2 > d 8 

Sia +4 0 podemos dividir la ecuación anterior por q y nos queda: — 3 C+d = 

Como esta combinación lineal nula tiene los coeficientes diferentes de cero significa que no es 
trivial, por lo tanto, los vectores ¿ y d son linealmente dependientes. 


> l 
| Resp. b) Los vectores € y d son linealmente dependientes 





Ejemplo k) Investigar sí los siguientes vectores d= (1,1,0); B= (2,0,1) y d= (0,0,-2) forman una 
base en R?. 


Cualquier base de R* está formada por tres vectores linealmente independientes, luego tenemos 
que investigar la combinación lineal nula formada por dichos vectores. Si esta combinación lineal es 
trivial los vectores son linealmente independientes y si mo es trivial los vectores son linealmente 
dependientes y no pueden formar base en R?. 


A + y) vw 
Combinación lineal nula => p-a+q-b+r-c =0 


Sustituyendo valores y efectuando operaciones resulta: 
p(1,1,0)+q12,0,1) +r(0,0,-2) =10,0,0) = (p,p,0) +(2q,0,q) +(0,0,-2r) = (0,0,0) 
[(p+2q+0),(p+0+0),(0+q-2r)] = (0,0,0) 


Como los vectores son iguales también lo son sus componentes, por lo tanto: 
(A) + p+2qg+0 =0; (B); p+0+0 =0; [C) » O+q-2r =0 
(B) » p+0+0=0 » p=0; (A) +» p+2q+0=0 >» 0+2q+0 =0 » q =0 
(0) + 04+q-2r =0 >» 0+0-2r =0 +1 =0 
Como todos los coeficientes de la combinación lineal nula valen cero significa que esta 


combinación es trivial y los tres vectores son linealmente independientes, por lo tanto, forman base en 
R?. 


| Resp. SÍ forman base en R* 


Ejemplo |) Dada la base B =|8,, €e,,ez), tal que, 8, =(1,0,2); 32 =12,1,0) y 83 =(-1,0,1), 





calcular las coordenadas de los siguientes vectores; a = (2,0,1) y B = Ef =p) 
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Cálculo de las coordenadas de 3 = (2,0,1) 
: ; + + + + + 
Se tiene que cumplir que a = p-e+q:e2+r:ea en donde, p,q y r son las coordenadas de a 


respecto a la base B es decir, que 2 =(p.q.r)g 
Sustituyendo valores en la ecuación anterior resulta: 
(2,0,1) = p(1,0,2) +q(2,1,0) +r(-1,0,1) 


Eftectuando operaciones resulta : 
(2,0,1) = (p,0,2p) +(2q,q.0) +1[—r,0.5r) 3 (2,0,1) =[(p+2q—r),(0+q+0),(2p +0+r)] 


Como los vectores son iguales sus componentes también lo son, por lo tanto: 


(A) +2 =p+2q-1; (B); O =0+q+0; (C) > 1 = 2p +0+r 


Hemos llegado a un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que resolvemos así : 


(B) + O =0+q+0 > q =0 
(A) >» 2 =p+2q-r =p+0-=r =p-r >3>(D)j) > 2 =p-r 


(0) + 1 = 2p+r ((D) + 2=p-1+2=1-1 
r =—71 


Resp. p=1; q=0; 1=1=-1 


+ > + + + + 3 
a = pe1y +08 +r83 = 18: +08, - 183 


Como las coordenadas son los coeficientes de los vectores que forman la base, entonces: 
: -+ > 
| Resp. Las coordenadas de a respecto a B son: a =(1,0,-1)g 


Cálculo de las coordenadas de B =(-7,-1,-1) 
A - > > > + O | 
Se tiene que cumplir que b = p:e;+q-e,+r-ea en donde p,q y r son las coordenadas de b respecto 


a la base B., es decir, que B = (p.q)B 
Sustituyendo valores en la ecuación anterior resulta: 
(7, 1,1) = p(1,0,2) +q(2,1,0) +r( -1,0,1) 


Efectuando operaciones resulta: 
(-7,-1,-1) = (p,0,2p) +(2q,q,0) +(—r,0,r) = [(p+2q —1),(0+q+0),(2p9 +0+r)] 
(=7,-1,-1) = [(p+2q -1),(0+q+0),(2p +0 +r)] 
Como los vectores son iguales sus componentes también lo son, por lo tanto: 
(A) + -7 =p+2q—1; (B) + -1 =0+q+0; (€) -1 = 2 +0+r 


Hemos llegado a un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que resolvemos asi 


(B) + -1 =0+q+0 >q =-1 
(A) + -7 =p+2q-=r =p-2-r + (D) -5 =p-r 
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(0) » -1 = 2p+r (D) » -S5 =p-r = -2-5 
(D) + =3 = p=I =5 = 2 =T -» r=3 


-6 = 3p+0 + p=-2 | 
[Resp. p==2:q=-=1;r=3 
Resp. Las coordenadas de B respecto a B son: B =1-2,-1,3)e 





Ejemplo ll) Las coordenadas del vector 3 respecto a la base B = (e, ,€2.83) son (4,- 1,2). Calcular 
las coordenadas de a respecto a la base C = (0,7,w) sabiendo que 8, =(2,-2.0) ; 


2, =(1,0,0: da =(0,1,-1); UY =(0,-4,3); Y =(3,0,1) y W =(1,2,0) 





Como las coordenadas son los coeficientes de los vectores que forman la base, podemos escribir: 
Sia = (4,-1,2lg entonces 3 = 48; 18, +283 
Si las componentes de 3 son (x,y,z) resulta. 
(x,y,z) = 412,-2,0) -(1,0,1)+2(0,1,-1) =(8,-8,0) +1-1,0,-1)+(0,2-2) = 
= ((8-1-+0),[ -8+0+2),(0,-1-2)] =(7,-6,-3) >» (x,y,z) =(7,—6,-—3) 
Como los vectores son iguales las componentes también lo serán, por lo tanto: 
a =(7,-6,-3) 
| | 0 > E >>> 
Ahora vamos a calcular las coordenadas de a = (p.q.r) en la base C = [u,v,w), por lo tanto: 
3 = p-U+q-V+rW 
(7,-6,-3) = p(0,-4,3) +q(3,0,- 1) +r(1,2,0) 


(7,-6,-3) = (0,—4p,3p)+(3q,0,-—q) +(r,2r,0) = [(0+3q +r),( -4p+0+2r),(3p-q+0)] 
(7,-6,-3) = [(0+3q +1) (-4p+0+2r) (3p-q+0)] 


Como los vectores son iguales también lo son sus componentes, por lo tanto: 
(A) 2» 7 =0+3q+r; (B) + -6 = -4p+0+2r; (0) >» -3 =3p-q+0; 


Hemos llegado a un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que resolvemos asi: 


(A) > 3qtr = 7 3x(1-2)>-6q-2r = -—14 
(B) > ¡or = -4_—_—_——_—+ -4p+2r_ =  —6 
-6q-4p = -20 >» 3q+2p = 10 >» (D) 
[C) 3 3p-q = -3 + x(3) »9p-3q = -9 
(DJ) >» | 2p+3qg = 10 ———=2p+3q = 10 
1lp = 13p = + 


—= 491 — 


| | 1 
Cálculo de q + (C) + 3p=q =-3; para p =37 


Cálculo de r + (A) > 3q+r =7; para q = - E 


Br, _>_108 _ 77-108 _ _31 __31 
(7) + ESSE A A 2 
— 
. a 





Ejemplo mi) Expresar cada uno de los siguientes vec tores como una combinación lineal de la base 
canónica (7,,K); 3 =(2,3,-1); B =(-2,0,5); E =(0,4,0) 





Como las componentes de un vector son iguales a las coordenadas en la base canónica, o en otras 


palabras, las componentes de un vector son iguales a los coeficientes de i, j y K, podemos escribir: 


a =(2,3,-1) = 27 +3) 
B =(-2,0,5) = -21+05 +5k 
2 =(0,4,0) = 01 +4] +0K 








Ejemplo nm) Calcular el producto escalar de cada uno de los siguientes pares de vectores: 
a) a =(1,2,3) y B =(-2,-1,4); b)2=1(0,1,2 y d =(1,0,2) 





En cada caso aplicamos la definición de producto escalar de dos vectores. 


> > 
ab = (Xa.Ya.Zal(Xb.Yb.Zb) = Xa* XbFYa* Yb+Za*Zb 


a) 3-8 =(1,2,3(-2,-1,4) =(1(-2+(2)(-1)+(3)(4) = -2-2+12 = 


8 
| Resp. a) 3-B =8 


b) E-d =(0,1,21(1,0,2) =(0)(1) +(1)(0) +(2)(2) =4 


| Resp. b) ¿cd =4 


Observación. - En este ejercicio podemos observar que el producto escalar de dos vectores es siempre 
un número real. 

En otra oportunidad estudiaremos el producto vectorial de dos vectores cuyo resultado es un 
vector. 





Ejemplo 0) Dados los vectores a =(1,-2,3); B = (2,-1,0) y e (0,-2,3); calcular cada uno de los 


siguientes productos escalares: 3! 3-D; b) a(d-B); 0) a(B+c); 9) 2813328) 





En cada caso aplicamos la propiedad correspondiente. 
a) 3-B 3 2-B=(1,-23)-(2,-1,0) = (1102) +(-2)(-1)+131(0) =2+2+0 =4 


| Resp. a) 3-B =4 
b) M8-B) + 417+B) = 4110,-2,3)-12,-1,0)] = 
= (0112) +(—2)(-1) +(3H0)] = 410+2+0) =8 | Resp. b) 4(d-B) =8 
a AB =3-B+3-0 =(1,-2,312,-1,0)+11,-2,3)10,-2,3) = 
= (1-2+(-21(-1) +3-01+11-0+(-2)(-2)+3:3) =(2+2+0) +(0+4+9) =17 


| Resp. c) (+ =17 


c) 3(B+e 


d) 2b(33—28) 
Cálculo de 28: 38 y -2£ 


E =2(2-1.0) =(4,-20) + 28 =(4,-2,0) 


Sy 
'/ 


3(1,-2,3) =(3,-6,.9) + 33 =(3,-6,9) 


= —210,-2,3) =(0,4,-6) > -20 =(0,4,-6) 
Cálculo de 28-(33 20) 


28133 -22) = (28) -(33) +28) -(-23%) =(4,-2,01(3,-6,9) +(4,-2,0)(0,4,-6) = 
= (4-3 +(-2)(—6)+0-9]+14-0+1-2)-4+0(-6)] = (12+12+0) +(0-8+0) = 16 


| Resp. d) 28-33-20) =16 


Ejemplo p) Dados los pares de vectores que se dan a continuación determinar cuáles son 
perpendiculares: 31 3 =(3,-1,2) y B=(1,2,-1); b) 2 =(1,0,2) y d =(0,2,0); 





dd= (27+]-2k) y e = (-21-2k) 





En cada caso calculamos el producto escalar; si da cero los vectores son perpendiculares y si no da 
cero los vectores no son perpendiculares. 


a)d-D +23.B =(3,-1,29-11,2,-1) =[3:1+(-1):2+2((-1)) =3-2-2 =-1 


| Resp. al Como 3-B = 


-1 +0, estos dos vectores no son perpendiculares 
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b)d-d + d-d =(1,0,2)(0,2.0) =[1:0+0:2+2-0] = 
| Resp. D) cd = O, estos dos vectores son perpendiculares 


En este caso escribimos los vectores por medio de sus componentes, que 
. >>> - 

sabemos que en la base canónica (1,j,k) son iguales a las coordenadas o 

coeficientes, por lo tanto: 


c) d-8 > 


d =(27+7-2k) =(2,1,-2) +3 =121-2 E =1(-27-2k) =(-2,0,-2) + ¿ =[-2,0,-2) 
d-e ? y 
€ =(2,1,-2)(-2,0,-2) =12-(-2)+1-0+(-2)(—2)] = -4+0+4 =0 


-$ 
| Resp. c) Como d -£ = 0, estos dos vectores son perpendiculares. 


Ejemplo G) Calcular la longitud de cada uno de los siguientes vectores: 
= MURANO > JO O LI 
] | 





En cada caso aplicamos la fórmula para calcular la longitud de un vector. 


a =(x.y.z) > ES =d 2 +y?+422 


3=(1,0,-3) > |3] =412+02+(-3)2 =TF0+9 =/10 
| Resp. la] =Y10 


e 


Resp. |B] = + 





Ejemplo r) Dados los vectores 3 =(1,2,-1) y B =(2,1,1) calcular el ángulo que forma. 





El ángulo que forman dos vectores se calcula por medio de la fórmula del producto escalar de dos 
vectores en Va. 
> 
+ > 
a-Db=|3|-|B]-Cosa > Cosa = 
Cálculo de 3-5 +3:B =(1,2,-1)1(2,1,1) =2+2-1 =3 » 3-8 =3 


Cálculo de los módulos + |a| =/12+22+(-1)2 =(6 > 131 =46 


o 
151 =(22+112+(1)7 =/6 > |5| =(6 


+ + ! 
Cálculo del ángulo + Cosd = En a = + = > 
lal-[b] 1616 

Cos a = +: a =arc, Cos > = 60" Resp. al = 600 


EJERCICIO No (48) 
(1) Representar los siguientes puntos A(4,5,6) y B(6,8,9); en unos ejes de coordenadas. 
(2) Dados los puntos A(3,4,5); B(-4,1,0); C(0,-3, 2) y D((1,1,1) calcular las componentes de 
cada uno de los siguientes vectores AB; Bd; De y BA ; 
(3) Dados los puntos A(=1,-2,-1); B(2,3,5); C((-4,-1,-5) y D(0,2,-1) dibujar los vectores de 
posición de cada uno de los siguientes vectores AB; CO; 


(4) Dados los puntos Al-1,1,3); B(-3,2,3); C(-1,-1,2); y D(-3,0,2); E(-2,2,1) y F(-4,3,1) 
calcular las componentes de cada uno de los siguientes vectores e indicar cuáles son 


equipolentes: AB; AC; CD; DP; FE; EP; 


(5) Dados los vectores 3 =(3,2,-4); B =1(-4,1,3) y d= ( + : pr y) calcular las 
+ 
Cc 


€ ere | > 
componentes de cada una de las siguientes sumas: aja+b; b) 


D 
(6) Dados los vectores 3 = (3,0,-4); B =(-1,3,0) y ES = (5 ; > 42) calcular las componentes 
+ 


de cada una de las siguientes diferencias: a) a -B; b) B-d: cl e-3 ; 
(7) Dados los vectores 3 =(1,2,3); B =(-2,-3,-4) y 2 =(1,0-2) calcular las componentes de 


A: . + 33.> + +) > + >) 
cada una de las siguientes sumas algebraicas: ala+b+c; b)lb-a-c; ec) cra-b; 


(8) Dados los vectores 3 = (1,-1,-2); B= (2,0,-3) y ¿= (4,-1,0) calcular las componentes de 


cada uno de los siguientes productos: a) 33; b) 2(3+B); c) 34-20; d) 324440) 


(9) Dados los vectores 3 = e NE B =(0,2,1) Y E = (1,0,-2) calcular las componentes de 
cada uno de los siguientes vectores: 


ad=3- Be: mé 2284: ar a ar 
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(10) Dados los vectores X =(-8,3,-1) e y = (5,-8,5) expresarlos como una combinación lineal 


de 3 =1(-1,20); B=(2,0,1) y d =(0,-1,2) 


(11) Dados los vectores a = (2,-1,-2); B =(1,1,-1) Y € =(0,1,0) determinar si a es zombi- 


¿ + > 
nación lineal de b yc; 


(12) Determinar las componentes de Xx en la siguiente ecuación vectorial 
32-=X = 2b, sabiendo que, dá = (2,1,1) y B =.(-1,2.2) 
(13) Estudiar los pares de vectores que se dan a continuación para saber si son linealmente de- 
pendientes o linealmente independientes: 
a) 3 =(1,-1,2) y B=(30,-2); bd =(1,0,-2) y d =(-2,0,4); 


+) 
Ú 
c)8 =(-2,1,3) y F =130,-2): did =(15,5,10) y Ñ =19,3,6) 


(14) Determinar si los siguientes vectores forman una base en R?. 


3 =(1,2,0): B =10,1,-2) y 2 =(0,2,-1) 


(15) Dada la base B = (8,,82,83) tal que: 8, =(-2,0,3); 32 =(3,2,0) y da =(0,-2,1), calcular 
las coordenadas de los siguientes vectores: a =(-1,4,5) y B = (0,6,8) 


(16) Las coordenadas del vector 3 respecto la base B, = (8, 22 e £3) son (2,3,-2)g,. Calcular las 


coordenadas de 3 respecto a la base. B, = + (84.0), sabiendo que: 8, ="11,=1,0) : 8, =(3,1,2); 


é3 =(0,2,0); U =(0,-1,3)1; Y =13,-2,4); W =(2,1.0):; 


(17) Expresar cada uno de los siguientes vectores como una combinación lineal de la base 


canónica (T,7,K): á =1(2,3,5); B =(-1,4,0); É =(3,0,11; d =(0,0,3) 


(18) Calcular el producto escalar de cada uno de los siguientes pares de vectores: 
8) 3=1(10,2 y B=(0,-1,3); b?=(-222 y d =(0:0,-1): 
12 =(1,1,1) y Y? =(2,-2,2); dig =(2,4,6) y R =(0,1.0) 
(19) Dados los vectores á = (2,-1,3): B =(1,0,-2): € =(0,2,3) y d = (0,1,0); calcular cada 


=$ 


uno de los siguientes productos escalares: al 3-B; b) 317-$); c) B+2): d) 2b(28-30) ; 


(20) Calcular cada uno de los ES ca escalares: 
a) PT; db) 7-7; cr kk; di 7-7: e) P-R: mM TR 
(21) Calcular cada uno de los siguientes productos escalares sabiendo que: 


a =31+2]-4k; B =]+3k y € =27-3K: a) 33-28; b) (43+381(32-23); c) (47 +B) -(3É-2%) 
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| -» 
(22) sp los vectores a = (5,x,4): B = (1,x- 1.5) y su producto escalar igual a 5, calcular el 
valor de x. 


y A APO PR AP +. n> 
(23) Dados los vectores a = K+4i¡ +j+xk; b=x ¡+3 +2k y su producto escalar igual a 17, 
calcular el valor de x. 


(24) Dados los pares de vectores que se dan a continuación determinar cuáles son perpendi— 
culares: 


al 3 =(3,-1,2) y B =(2,4,-1); b)7 =(4,-1.0) y d =(0,2,0); 018 =4P-P y ?=-27 


(25) Dados los vectores 3 = (x+1,2,2) y B = (-2,3,1), calcular el valor de x sabiendo que son 
perpendiculares. 


(26) Calcular la longitud de cada uno de los siguientes vectores: 


3 =(123), B =(0,11,1): 2 =(+5+1-+): d =W2 3,45). 


> 
(27) Dados los vectores 4 = (1 ¡O-2]:: B= (=1.1.0) y ¿== (0,2,0); calcular la norma de cada uno 
de los siguientes vectores: a) 3 +B: b) 23 -28+2 : 0) 2-3 +3Kk: 


(28) Dadas las parejas de vectores calcular el ángulo que forman: 


+ : 
aja =(2,1,0) y B=(0,1,2); b)d =12,1,-3) y d =(1,1,1) 


RESPUESTAS 








E he 


E 









1) 


(2) A =(-7,-3,-5); BO =14,-4,2): DO =(-1,-4,1): Bl =17.3,5): 
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(3) 





á e us e e e 
l] 
1 
i 
| 
l 
| 
; 1 
l 
' Pal 3 
.L 
: 2 
FP 
aa a 





(4) AB =(-2,1,0); Ad =(0,-2,-1); TD =(-2,1,0); 


DP =(-1,3,-1): FÉ = (2,10): EF = (-2,1,0); son equipolentes; 


AB; CO: EF; (5) a) (-1,3,-1); y(+.2.-2): 
o(-4.%. 2): (6) a) (4,-3,-4); o) (- 3.12): 


a (-4.4 2-4); (7) 8) (0,-1,-3); b) (-4,-5,-5); c) (45,8); 


(8) a) (3,-3,-6); b) (6,-2,- 10): c) (-5,-1,-—6); d) (42,-6,12) ; 


A IL A, 2 1 _ 38 
(9) a) (2,-2,-5):; b) ( a dE cr ( as a): 
a(73%2) (101% =22-2B+2: Y) =-2d+8+2); 
11113 =2B-32: (121% =(8,-1.-1); (13) a) LI: b) LD; e) Ll; 


d)LD: (14) Si: (15) 3 =(2,1,1)8; D =(3,2,-1)8; 


(1617 =(-2,3,1D82; (1773 =2P+37+5k; D =-7+4]; € =3 


+k; 
d=3k: (18) a) 6; b) -2; c) 3; d) 4; (19) a) -4; b) 6; 

c) 3; d) 20; (20) a) 1; b) 1; c) 1; d) 0; e) O; NO; 

(21) a) -60: b) -237; €) 27; (22) xy =5; x2 = -4; (23) x =2: 
(24) a) Si; b) No; c) Si; (25)x =3; (26) la =/14; 15] =4/ 2; 
el E, 1d] =/10; (27) a) 45; b) 412; c)12; 


(28) a) 78% 27" 46"; b) 90" 
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MATRICES 


Llamamos matriz a un conjunto de números o de funciones destribuidas en filas y en columnas en 
forma rectángular, colocadas entre paréntesis. 
Ejemplos de matrices 


1-4 31] 2x+1 5 1 
A = 


: iB= 3 xF2 0 l:ct 
2 52 Xx 1 2+i 


A cada número o función que forma la matriz lo llamamos elemento. 


Sena Ctg fP 


lg25 lg6 


Los números o funciones que están en una línea horizontal forman una fila y los que están en una 
línea vertical forman una columna. 


Las filas de la matriz, en determinadas ocasiones, los llamamos vectores fila y las columnas 
vectores columna. 


Tanto a las filas como a las columnas se les denomina //neas. 





Imágenes de una matriz 


Dados los conjuntos de números naturales 
cartesiano es: 


A =(1,2,33,....m) y B = (1,2,3,....n) su producto 
AxB =((1,1).(1,2),...(2,11(2,2),...(5,1),£5,2),...(m,1)(m,2)....(m.n)) 
Ahora, a cada «uno de los pares de números ordenados que forman el conjunto cartesiano le 
asignamos un número, por ejemplo, su suma, su producto, su logaritmo, etc, con lo cual podemos 
obtener de estas operaciones o números reales o números complejos. 


Cada una de estas imágenes las colocamos en filas y en columnas entre paréntesis, según hemos 
indicado anteriormente. 


Definición general de matriz.- Sean m y n dos números enteros mayores o 
conjuntos. 


iguales a uno y los 


A = (1,2,3,4,...m) y B(1,2,3,4,...n) 
Toda aplicación, M:(AxB) 
elementos del 


+ K, que asocia a cada par ordenado del conjunto formado por los 
conjunto cartesiano AxB con un número del conjunto K,que puede ser un número real o 
un número complejo,se denomina matriz. 


En forma general el par ordenado (i,j) en donde ¡€ A y ¡€ B yla imagen pertenece al conjunto K, 
se anota a;,,es decir : 

M:(AxB) + K; en donde, MIij) =aj | ¡e A y jeB 

Las imágenes las colocamos según indicamos a continuación : 
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¿dá d12 813 84 +. Gn 


dáaz1 822 23 824 +... d2n 
d31 di2 833 %i4 --- An 
ami m2 ma ¿Ima damn. 


en donde los subíndices de la a son los pares que forman el producto cartesiano AxB. 
Como la parte operacional de la matriz, M:(AxB) 3 K, se realiza sobre el cuadro de las imágenes, 
a este cuadro también le llamamos matriz y anotamos. 


M = (a¡¡)mxn 


en donde a; es el elemento genérico y mxn es el orden [se lee orden eme por ene); ¡representa la fila 
en que está el número y j¡ la columna; mm representa el número total de filas y nm el número total de 
columnas que forman la matriz. 





Ejemplo a) Dados los conjuntos A =(1,2,3,4) y B =(1,2,3) yla función M:(AxB), tal que: 
M(ij) =1+j, hallar la matriz formada por las imágenes, en dondeitA y jEB 





La matriz tiene í =4filas y j¡ = 3 columnas, es decir es orden 4x3. 


El producto cartesiano es: 
AxB =(1,1),(1,2,(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)) 


Las imágenes son M(i,j) =aj =¡+j 


M(1,1) =a¡1 =1+1 =2; M(1,2) =a12 =1+2=3 
M(1,3) =a13 =1+3 =4; M(2,1) =a21 = 2+1 =3 
M(2,2) =a22 =2+2 =4; M(2,3) =a73 =2+3=5 
M(3,1) =331 =3+1 =4; M(3,2) =a92 =3+2=5 
M(3,3) =a33 =3+3 =6; M(4,1) =a41 =4+1 =5 
M(4,2) =a42 =4+2 =6; M(4,3) =d43 = 44+3 =7 


Estas imágenes las colocamos así : 


a11 12 413 A O E 

il áa21 422 Us a 35.4 5 

á31 32 %33 % YM Bl 

Ba1 Maz Asa 5.6 7 
Notación explicita Notación numérica 





3421 Ejemplo b) En la matriz adjunta indicar ¿) Orden; tj Elementos que 
2 143 forman la segunda fila; ) Elementos que forman la tercera columna; 
oe) d) Valor de los elementos 8,2, 821.333. 


Ivi 





a) El orden se indica con el número de filas (3) y el número de columnas (4). 

Resp. a) Orden 3x4 
b) Los elementos que forman la segunda fila son: 

Resp. b) 2; 1; 4; 3 
c) Los elementos que forman la tercera columna son: 

Resp. c) 2; 4; 6 


d) El valor de los elementos d12; 821 Y 833 está situado en la intersección de la fila y la columna 
que indica el subíndice de a. 
á12 + primera fíla con segunda columna a1) =4 
ad21 + segunda fila primera columna + a»; =2 
d33 + tercera fila tercera columna >» 233 =6 


| Resp. d) á1r2 =4; 821 =2; áa3 =6 


Matrices especiales. - Algunas matrices teniendo en cuenta las filas o 


| las columnas, o también los 
elementos que las forman tienen nombres especiales. 


a11 | 
d21 
M =(a11 a12 ay3 ..d1n) M =|az1 
Matnz fila 
am 


Matriz columna 


Matriz nula.— Es la la matriz de orden mxn,en donde, todos sus elementos son nulos. La anotamos así: 
(0) mxn- 





11 812 
aáaz1 422 | 
d31 dz2 Matriz cuadrada.— Es la que tiene el mismo número de filas que de 
columnas, es decir, m =n y el orden mxn se dice que es de orden n. 
Al conjunto (31;, d22. 233....-Ann) Se le llama diagonal principal. 
ani án2 
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Matriz diagonal. — Es la matriz cuadrada en donde todos los elementos que no pertenecen a la 
diagonal principal son nulos. 


Matriz unidad. — Es la matriz diagonal en donde todos los elementos de la diagonal principal son la 
unidad. 


3050 100 
M=(|010]| M=|010 
002) 001 
Matnz diagonal Matriz unidad 


Matriz triangular. — Es la matriz que tiene todos los elementos que están a un lado de la diagonal 
nulos. 


23431] 2000 
10122 1300 
M = | M = 
0011 0140 
0003 4 21 3 
Matnz triangular superior Matriz triángular inferior 


Matriz transpuesta. — Se denomina matriz transpuesta de la matriz A,y anotamos Ala la matriz cuyas 
columnas son las filas de A. 


3 31 2x | 32 3 
A=!|225b Alt=|3 2y 
a y 4 2x b 4 


Matriz opuesta. - Se denomina matriz opuesta de la matriz A, y anotamos —A,a la matriz cuyos 
elementos son iguales a los de A pero cambiados de signo. 


Matrices iguales. — Dos matrices, A = (aj) y B = (bj), decimos que son iguales si tiene el mismo 
orden y sus elementos correspondientes son iguales. 


| Cálculo de matrices 


Suma de matrices. — Para sumar matrices tienen que ser del mismo orden y para determinar la 
matriz suma de las matrices A y B formanrros una matriz cuyos elementos correspondientes son ¡iguales 
a la suma de los elementos de A y B. 


a bc ABC artA b+B c+C 
def|+ [DEF | =[d+D etE t+F 
gh GH! g+G h+H it 


Ejemplo c) Dadas las matrices A,B,C,D, calcular a) A+B: hb) C+D 


18D: a lr A a a 20d. .feadas 
[aji e=[9 3): e- [377 3): 0-[33 y) 


 '€_—_— 
En cada caso sumamos los elementos correspondientes de las matrices dadas. 


a) AFB” La suma puede efectuarse porque A y B son de orden 2x2 (2 filas por 2 columnas). 
a _[3 -—1 A 21 2[(31=1€21 2 7 
[la [33] 


| A 
| Resp. a) A+B E 5] 


b) C+D La suma puede efectuarse porque € y D son de orden 2x3 (2 filas, 3 columnas) 


capa | 8 2 E 1 1]_[3+3 -2+1 1+1) _[6 -1 2) 
14 1686 0 2 3] "[4+0 1+2 6:3] “l4 :3 9 


| O 
| Resp. b) c+o =[$ 3 | 


Propiedades de la suma de matrices. - Como al sumar dos matrices lo que hacemos es sumar 
números, que por definición pueden ser reales o complejos, dicha suma tiene las mismas propiedades 
que la de los números que la forman: a) Es asociativa; bj Es conmutiva; Cc) El elemento neutro es la 
matriz nula; d) Toda matriz A tiene su matriz opuesta que llamamos —A. 


Producto de un número por una matriz. — Para multiplicar un número K por una matriz A formamos 
otra matriz cuyos elementos son los de A multiplicados por K. 


abc “ka kb kc 
k- def = kd ke kf 
g hi kg kh ki 





Ejemplo d) Dado k =3 y A = E a 4 calcular k- A 


Simplemente multiplicamos cada uno de los elementos que forman la matriz por k. 
| _[33 -1:3 0:3] [9-3 0 sa =D "e QU] 
SA = [33 4-3 +13 br 3 |Reso. 3-4 =[$ 73 a] 
Propiedades del producto de un número por una matriz. - Si A y B son dos matrices y p,q son 
números reales o complejos se cumple: 


a) pIA+B) =p-*A+p-B 
bi (p+aJA =p-A+g:A 
c) plq-A) = (p-q)A 
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sE | 13-41. 5 P=1 01. >= T-4 0 E E E 
Ejemplo e) Dadas las matrices A =| pl! a =| 3 Al c=| | ]yo=[_2 +4 


calcular cada una de las siguientes expresiones: a) MA+B); bj) 3C+2D; c) 3B-A-2C 





En cada caso aplicamos las definiciones de suma y producto por un número, así como la matriz 
opuesta, 


0 E (Es ES 1 AE dE BT 
a) HA+B) »a=[3 | 3 :4 


| A E -1 01 _ 
AA+) =4A+48 =4 | > 3] +4 a E 


faz =8]  (=4 01. [(142-4 -4+0] _[ 8 -4 

ll A: E 12 16| ”"|8+12 12+16] “120 28 
| _ [8-4 
| Resp. a) HA+B) = [20 24 


b) 3C+2D c=| 7; 4 o =|.? 5 


-4 0 031) _f-120]),[f O 6] _[-12+0 O+6| _| -12 q 
3c+2D =3 | 1 e «2.2 | 3 o )+[ 3 | 3-4 a =| A 


Es EZ 6 
Resp. b) 30+20 =| -1 | 


Ea 101 ..[3-1l...[-4 0 
14 07 $ 1 ¿f=a 00m _F-S 00 -3 1 al 
38-A-=20 =3 | 3 JJ -l3 >) -2 3) =l 9 2J+(3 3) + [2 -6) 
2 
5 


 (-3-3+8  0+1+0;¡ _ 17 Rep. TE E a 
=| 9-2-2 12-3-6 = | 4 (Rep. c) 3B3-A-20 =|¿ 2| 


Producto de matrices.— Para que el producto de dos matrices (A:B) pueda realizarse es necesario 
que el número ae columnas de A sea igual al número de filas de B y la matriz producto (C) tiene el 
número de filas de (A) y el número de columnas de (B). 


(Matriz) Filas x columnas +  [(Almxp*(Blpxn = (C)mxn 
1 ' 4 | 
Ejemplos: al (Al2xa*(Blaxa = (Cloxa 
b) (AJsx2*(Bloxg = (Clsx6 
3 


c) (Alaxp*(Blbxc = (Claxc 
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Vamos a realizar el producto de la matriz A por la matriz B para obtener la matriz C. 


ab el ABC a By 
A= |def | B= 1D E F A'B=C= 64. 
g hi GHiI ppw 


La primera fila de A + (a,b,c) se transforma en columna y se multiplica número a número por cada 
una de las columnas de B. Las sumas algebraicas del producto por cada columna de B nos da un 
elemento de la primera fila de la matriz producto. 


PE d $ y 

O O 

a [AB C'! y f 
bIDE EF — 
cIGHI 


d =a:A+tb:D+c-G; f =a:B+b-E+c:H; y =a-C+b-F+c-l 


La segunda fila de A + (d,e,f) se transforma en columna y se multiplica número a número por cada 
una de las columnas de B. Las sumas algebraicas del producto por cada columna de B nos da un 
elemento de la matriz producto. 


> 01 
G) 
al 


ó =d-:At+e-D+f-G; A =d-B+e-E+ft-H: mr =d:C+e-F+f-1 


La tercera fila de A 3 (9,h,1) se transforma en columna y se procede como en los casos anteriores. 


SFp Yo 
EA yA 
glA B C 
ADE RF! — ES. 
LL Al, Doa 


p=g:A+h-D+iG; y =g:B+h-E+i-H; w =g:C+h-*F+i-] 


Propiedades del producto de matrices. - Cuando el producto de matrices puede realizarse se 
cumplen las siguientes propiedades: 


3) Propiedad asociativa + A-(B-C) =(A-B)-C 
bj Propiedad distributiva respecto a la adición 


A:(B+C) =A-:B+A-C 
(B:+C):A =B:A+C:A 
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c) La matriz unidad es la matriz diagonal cuyos elementos son todos iguales a 1 y es el 
elemento neutro para el producto de matrices. 


: AA AS 


Ejemplo f) Dadas las matrices A = [3 El yB= E Y: ES , Calcular el producto A-B 





La matriz (A) tiene dos filas y dos columnas, es decir, es de orden 2x2 y la matriz (B) tiene dos 
filas y tres columnas, es decir, de orden 2x3. 


Como el número de columnas de (A) es igual al número de filas de (B) el producto ([A-B) puede 
realizarse y la matriz que resulta tiene el mismo número de filas que (A) y el mismo número de 
columnas que (B), por lo tanto, es de orden 2x3 y se obtiene así: 


15 2C ze 
1 II? 
e E E DY (0 de ME 4 e [3 a12 uml 
2F +,/|12 5 4-2 -5 a21 az a23| 
2x2 2x3 2x3 


Cálculo de ay 3 (1%F de A por 1*C de 8) 


Para calcular a,, (primera columna) multiplicamos los elementos que forman la primera fila de (A) 
por los elementos que forman la primera columna de (B). 


16€ 
] 
-l ———————» UN =-3 
4 + (-1)-4 =-4 
19Fila + 3-1 dd = —7 
Cálculo de a19 >» (1%F de A por 2%C de 6) 
226 
] 
BB ———___________—Á+ 3:3=39 
PARA (—1)4=2) =2 
"Fila + 3 —1 A = 11 
Cálculo de áí4 + (17F de A por 3%C de B) 
33c 
] 
E ———————— 3-2 == 
E: (=DVt=S]) = 
Fila + 3-1 daa = 11 


Cálculo de as, + (2%F de A por 1“C de B) 





1% 
y 

1 —_—_———+ 271) =-2 

PAE EE 5.4 = 20 

¿Fila +» 2 5 d21 = 18 

Cálculo de 872 + (2%F de A por 2%C de B) 

28 
| 

¿Y AA 23= 6 

Nim 5-2) =-10 

2 Fila +2 5 dan = -4 

Cálculo de az + (2%F de A por 3*C de B) 

386 
! 

A 212= 4 

a 5-5) = -25 

2PFila + 2 5 3 = —21 

dá11 8412 913 -) 11 11 
Resp. (AB) = = | 
21 Ad22 A23 18 -4 -21 
Ejemplo 0) Dadas las matrices A =| —-1 | y B =(325) calcular:2) (A-B) yb) (B-A) 

3 








a) Cálculo de A-B 
Como el orden de una matriz está determinado por su número de filas y por su número de 
columnas, entonces el orden de (A) es 3x1 y el orden de (B) es 1x3. 


Como el número de columnas de (A) es ¡gual al número de filas de (B) el producto puede efectuarse 
y la matriz producto tiene tres filas y tres columnas. 


sd 2CE3E 

PF > 4 pe A 211 A12 Arg. 

2F > 1] (3 2 5) = ¡doy das Ana 

YF >» 3 1x3 | d31 d32 d33 
3x1] 3x3 


a —1?F LA a12 —19F E 


























313 += 139F 3%C 
| y 4d UE y 
4.3=12 4.2=8 4.5=>20 
aiy= 12 a7= 8 81 3= 20 
21 += 29F 1% 22) —2%F 290 ar. —2*F SE 
j 11 y] 
1: 3==3 -=1.2=-2 =1.B5==5 
a21= -3 d32= 2 823= -—5 
833 SF 3C 
dq» 38F 19 d32"*233f 29 E 
Lo] y 1] 3-5 =15 
3: 3=9 3: 2=86 d3= 15 
da1= 9 a32= 6 
d11 d12 diz 12 8: 207 
| Resp. a) A-B= | d21 ds» 73 = 3) —2.-5 
á31 d32 833 9.615 
b) Cálculo de B-A 3 Bixg3 y Az3x1 
Como B tiene 3 columnas y A 3 filas el producto puede efectuarse y la matriz producto es el orden 
1x1, es decir, es un número. | 
190 
4 
PF +(32 5) +-| -1 |:=(a,1) 
1x3 l 3 1x1 
3x1 


Ll 

3: 4 =12 
¿e | =-2 
5: 3=15 





d11= 25 | Resp. 0) B-A =(a31) =25 


En este ejercicio podemos observar que el producto de matrices no es conmutativo pues A-B + B-A. 


EJERCICIO No (49) 
(1) Dados los conjuntos A = (1,2,3,4); B =(1,2,3) y la función M:(Ax*B), tal que:M(1,) = 2i—j, 


hallar la matriz formada por las imágenes,en donde ¡EA y ¡€ B. 


2-13 0 (2) En la matriz adjunta indicar: a) Orden; bj) Elementos que forman 
M=1|1 07411 la 29 fila: c) Elementos que forman la 2% columna; d) Valor de 
O >= Y los elementos aj3, 22), da 1. 


[3) Calcular el valor de cada una de las letras que aparecen en las siguientes igualdades: 


ay 1 241 2y+t1|_ [6 4]. bj 6x 2 | 4 =Zy 
|. z==2 fe81 14 5] “Ll 43] lá 3. 


O 1 E o O A (E E 
(4) Dadas las matrices: a=|? Al a =| 4 41 c=[; 3 dl 


yD = [5 E S| calcular: a) A+B; b)C+D; c)B-A; d)D=-C 


Senéa 2+3i Cosóa  -3i 
(5) Dadas las matrices Á = lg2 1/3| y B = 1950 2/3 | calcular A+B 
¡Senéa 1g40 -tg?a —1g4) 
31 —7 


(6) Dada la matriz A = | , calcular: al 2i-A; bi12:A 


zg Y 

! ; A Ns a sl UN = 2 1 | a 1 

(7) Dadas las matrices A - [3 alli 8 = | : al C = =a 4] y D= 2 il 
calcular cada una de las siguientes expresiones: 2) VA+B); bj) 4C+2D; c) 3B-2A-C 

(8) Calcular la matriz A en cada una de las siguientes ecuariones matriciales. 


2 1] _ 83-67. ¿fa 4%, A 3.00 
a) 5A+| 7 5 3) =(5 Jal o 3-1 qe = |.) a] 


[9) Resolver cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones,en donde A y B son matrices: 


2 2 4 o 14 Y Y 
2A+B = | 29 >| 4A-10 = k > | 
a) 6 b) 4 E 
a 3 a - | 
A-28 = E 2] A+3B = be 2 3 
| ¡ 4 2 

: 0 E DS E Pl a O A 13 Q v _ E 

(10) Dadas las matrices A = | 3 2): e =[ q ajue=[3 4 E J 


calcular: 23) A:'B; b)B-C; Cc)C-D 
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(11) Dadas las matrices A = | Al 8 - [3 2); cu; y E] 


a) AA; b)(A'B):C; c)l(A+B)-C 


calcular: 

4 -3 4 

(12) Dadas las matrices: A = EA .-B= 21 0 yC=|1 1 —1 
42 3 123 2.4.0 


a) (24-3B)-C; b)(-C)-(B-A). 


calcular: 


RESPUESTAS 








dáa31 =0; CEST 7: 
a 35 0 630 O] 
z=2 4301 [5 >| oe 4 Ji 0 | > 4 
dl 6 -2 
0 50 ; 2 
ae -2 4 50112 +; (ra | y: A E 
tt 
N2i 2]. E 4] 10 6 le -3 
lr 
5 5 =-Zl -2 -—2 
18) a) o ): 
ii... Al 10. 4 4 
1 E 1 - 
(9) a) A =  B= > 
E LA 
5 5 5 5 
31 0 5 12 02 
b) A = Bos : 
3 aL 
> 13 15 > 5 6 


213 -2 -8| ¿| 9 z $, 
76 24 36)" 30 TZ TZ]* 


] : b) No puede realizarse el producto. 








DETERMINANTES 


A cada matriz cuadrada (A) axn la hacemos corresponder un número al que llamamos determinante 
de la matriz, que anotamos Det AO |A| y sustituimos los paréntesis por barras verticales. 


d11 12 813 las; d12 413 

A = | dz 422 G23 [A] = | 1 422 23 
d31 832 833) d31 dia2 %33 

Matriz Determinante 


Para obtener el NUMERO que corresponde a la matriz hay que hallar la suma algebraica de todos los 
productos que se pueden obtener, con la condición de que en cada producto intervengan un elemento 
de cada fila y uno de cada columna. En la matriz adjunta, algunas productos serían, 


a11'822"933; 4218432412; 412923931; A21'912*933; €tc. 
La mitad de estos productos son positivos y la otra mitad son negativos, según la teoría 


combinatoria, así como por dicha teoría podemos determinar el número de productos que hay en cada 
matriz según sea su orden. 


Un determinante de 3 filas y 3 columnas (de tercer orden) tiene 6 productos de tres factores cada 
uno, la mitad positiva y la otra mitad negativa. 


Un determinante de 4 filas y 4 columnas (de cuarto orden) tiene 24 productos de cuatro factores 
cada uno, la mitad positivos y la mitad negativos. 


Un determinante de 5 filas y 5 columnas (quinto orden) tiene 120 productos de cinco factores 
cada uno, etc. 


Debido a lo laborioso que resultan los cálculos para conocer el valor de un determinante, se dan 
reglas prácticas, apoyándose en las propiedades de las matrices y de los determinantes para facilitar 
dichos cálculos. 


Determinantes de segundo orden.- Son los que están formados por dos filas y dos columnas. 


El valor de un determinante de segundo orden es igual al producto de los elementos que forman la 
diagonal principal menos el producto de los elementos que forman la diagonal secundaria. 
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7 Y 
1 di2 
a - 811922812921 
- Ba 
221 da, 
eS ea 
a ER 
Diagonal secundana 


Diagonal principal 


tjemplo a) Calcular los determinantes correspondientes a cada una de las siguientes matrices: 


Fa”, _f-3 01. fi 2-12 








Como el determinante es un número y las matrices son de 2% orden restamos al producto de los 
elementos de la diagonal principal el producto de los elementos de la diagonal secundaria. 


3 1 IA | 

[A] = > A = (3)(4) -(1)(2) = 12-2 = 10 [ Resp. |A| =10 
O | 

3 =(-3)1(—=2)-(0115) =6-0 =6 | Resp. [B| =6 


y2 


de 
a El 


| =(i)2ip-(2+ 212) =22-4-2/2 = -2-4-2/2 =-6-2/2 


| Resp. |C| =-6-2/2 





Ejemplo b) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 























E A 77 2 -112,|x (2-3]|_, 
al 2 2 | =13; bl 3 3|=0: |, piel? 3 | =2x+3 
AAA A 
a) 3D] =13 + 02-18) =13 + 2043 =13 22 =10 9 x=5 
| Resp. a) x =5 
b) | E | =0 > (2x+113)-(=1)13) =0 + 6x+3+3 =0 > 6x=-6 > x=-1 


Resp. b) x = —-1 


| =2x+3 + [2:1-(-1)-114+3x-(2-x) =2x+3 


(24+1)%+3x-2+x =2x+3 > 9+4x-2 = 2x+3 
4x+7=2x+3 > 2x=-4 


c) | 





12 1 





2 x (2-x) 
+|> 3 





Resp. c) x = -2 
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Determinantes de tercer orden; Regla de Sarrús.- Un determinante de tercer orden está 
formado por tres filas y tres columnas y se resuelve aplicando la regla de Sarrús. 


PE Is AE a 
E .. e o o .” zo : 
' E A. a M E E y y 
y A had xy A ps e” ». A d 

la py ) En ) ; Qe E A 
had 6 o ; ' o ae 
A aa A 
Diagonales principales Signo + Diagonales secundarias Signo — 


Determinante = Diagonales principales —Diagonales secundarias 


a11 d12 d13 
A = | d21 d22 823 | =211*922*4237+921932*9413 79728912931 - 
831 G32 833 =(a13:422*931+423'942*911+421*312*933) 





Ejemplo Cc) Aplicando la regla de Sarrús calcular cada uno de los siguientes determinantes. 


3-11 2 0 V5l 
ae. 1 $7 ¡B=S]| + Y 2 


| 23 3 (2 0 








| | 3 a e Diagonales principales 
Al = 2. 8.1 
a, (SHO) (1) +2 12001) +11) 1101) =0+4-1 =3 
> Je A Diagonales secundarias 
A MONA) ADS) +H(2)(—1)(1) =0+6-2=4 
Determinante = Diagonales (P) —Diagonales (S) 
|A| =3-4 =-1 | Resp. ¡A] =-1 
(2 0 v5 | 
IB] = 1-1. 2| =(N2(-D(0) +0 215) +(01(21(-(3)1- 
(3 2 0 | | 
UN SH 143) +(2)(42) (4 2) +(0)(1)(0)1 = 
= (0+/10+0)-(115+4+0) =/10-|15-4 | Resp. |8] =T0-(15-4 
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tiemplo d) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 


(2x4 1) (x+2) —x x 3 7 
a) 1 1 L£l=zZ: 173 1 21|=0 
2 2 -3 1x5 














En cada caso desarrollamos por Sarrús cada determinante y después resolvemos la ecuación 
resultante: 


(2x+1) (x+2) -—x 
1 1 2 


| =2 
2 2 -3 


a) 








[((2x+1)-1-(-3D)+1-2-(-x) +(x+2) : 2: 2]-[(-x) :1-2+2: 2(2x+1) +(x+2) : 1(-3)] = 2 


(—6x-3-2x+4x+8) -[ —-2x+8x+4-3x-6) =2 + —-4x+5-(3x-2) =2 + -7x+7 =2 3 —-Tx=-5 


| Resp. X= 








Lo 1:54+1-x:7+3:2-1)-(7-1-142-x-x+3:-1:5) =0 » 5x+7x+6-17+2x?*? +15) =0 


-2x2+12x-16=0 > x-6x+8=0 3 raíces 4 y 2 | Resp. Xx =d4d; Xa =2 


Propiedades de los determinantes 





a) Cuando un determinante tiene todos los elementos de una línea nulos el determinante es nulo. 


b) Cuando un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales el determinante es 
nulo. 

c) Si se multiplican todos los elementos de una línea por un mismo número, el valor del 
determinante queda multiplicado por dicho número. 


d) Si todos los elementos de una línea tiene un factor común éste se puede sacar fuera del 
determinante. 

e) Cuando se cambian entre sí dos líneas paralelas, sin alterar el orden en que están colocados los 
elementos, el valor del determinante cambia de signo. 


fi Silos elementos de una línea de un determinante están formados por la suma algebraica de 
varias cantidades el determinante se muede descomponer en la suma de tantos determinantes 
como términos tenga la suma algebraica. 


o) Si a los elementos de una línea se les suma o resta los elementos de otra paralela multiplicados 
por un número cualquiera el valor del determinante no se altera. 


hh) Si en un determinante una de sus líneas está formada por la combinacion lineal de todas las 
demás el determinante es nulo. 
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Menor complementacio de un elemento.- Si en un determinante eliminamos la fila y la columna 
correspondiente a un elemento nos resulta un determinante, cuyo orden es una unidad menor que el 
determinante dado, que se denomina menor complementario de dicho elemento. 


El menor complementario de d es: s 





O om 
O UU »> 
O 0 


al 
Pp 
y 
Adjunto de un elemento. - Es el menor complementario de dicho elemento afectado del signo más o 


signo menos, según que la suma de los números que indican la fila y la columna sea par o impar. 
Los signos de los adjuntos están distribuidos de la siguiente forma: 


+= + - 
== +... 
+= +=... 
+ - + 


teorema de Laplace.- Un determinante es igual a la suma algebraica de los productos de cada uno 
de los elementos que forman una de sus líneas por sus respectivos adjuntos. 


Determinante de Vandermonde.- Se llama así al determinante cuya primera fila está formada por 
unos, la segunda fila está formada por números diferentes, la tercera fila está formada por estos 
números elevados al cuadrado, la cuarta fila por estos números elevados al cubo, etc. 


En forma general > 


El determinante de Vandermonde es igual al producto de todas las diferencias obtenidas restando 
cada número a, b, c de todos los que le siguen. 


Para un determinante de 4% orden, 


O NS 
a G a 
a? p? q? g? 
adbcgl 


= (b-aj(c-al(d-a)llc-b)(d -b)(d -c) 









Transformación a cero de todos los elementos 
de una línea menos uno de ellos. 


Nos apoyamos en la propiedad que dice: 
Cuando se multiplica una línea por un número y el resultado 


obtenido se suma a otra línea paralela el determinante no varía 


- 475 — 


Procedemos así: 
1%) Elegimos una línea (fila o columna) que tenga un 1 y el máximo de ceros. 


2%) Multiplicamos esta línea por los números necesarios para que al sumarla a las otras paralelas se 
obtengan ceros. 


3% Cuando todos los elementos de la línea sean ceros menos uno de ellos, calculamos el valor del 
determinante multiplicando el elemento no nulo por su adjunto. 


1-1 2-3 
2 2 1 2 
Ejemplo e) Calcular: 13<X0- 
3. t-t 2 


Procedemos así: Como es un determinante de cuarto orden, lo calculamos aplicando el teorema de 
Laplace, es decir, efectuamos la suma algebraica de los productos de cada uno de los elementos que 
forman una línea por sus adjuntos respectivos 


Como hay 4 elementos en cada línea, tenemos que resolver 4 determinantes de tercer orden que 


resolvemos por Sarrús, pero si antes logramos transformar el determinante para que aparezcan ceros 
en una línea, cada cero elimina a un determinante de tercer orden. 


Transformación del determinante para hallar ceros 


Con el 1 de la primera fila vamos a transformar en ceros los otros números de la fila, es decir, el 
-=1,el 2 y el -3. 


Para transformar el —1 de la primera fila en cero multiplicamos la 1% columna por 1 y el resultado 
se la sumamos a la 2% columna, así: 

10 2% 29 
J ] j 
1+1+(-1) =1-1 =0 1 
21 +2 =2+2=4 2 
11 +3 =1+3 =4 a IE 
3:1 +1 =3+1 =4 3 


Para transformar el 2 de la 1? fila en cero, multiplicamos la 1% columna por —2 y el resultado 
obtenido se lo sumamos a la 3? columna. 


1?c 39 3*C 

| 

1(-2) +2 = -2+2=0 FO Y 3 
2+(=2) +1 = -4+1 =-3 Z A == 2 
t(-=2 +3 = -2+3 =71 311% $ 1 
a El a Y A - E E 3 4 =/ 2 


Para transformar el —3 de la 1? fila en cero, multiplicamos la 1% columna por 3 y el resultado 
obtenido se lo sumamos a la 4? columna. 


/ 
1-3+(-3) =3-3 =0 


10 0 Y 
2.3 +2=6+2=8 24-3 8 
1-3 +1 =3+1=4 "114 1 4 
3-3 +2 =9+2 =11 34-711 
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Como estas transformaciones no afectan el valor del determinante entonces. 


1-1 2-3 ¡to a a 
2 2121-1124 -3 8 
13304 14 1 4 
|S Y - 2 34-74 


Este último determinante lo desarrollamos por los elementos de la primera fila que son todos nulos 
menos el 1. 


(9 02 4-3 8 2-3 8 
lA =12 473 Blazrunja 1 ¿3l<0o lr 1 al. 
1 A 4-7 11 -7 11 

34-711 
24 8 2 4-3 
+100|1 4 4|-(0|1 4 1|= 
3.4 91 3 4 -7 


= 1(4-1-114+4(-7)-8+(-3):4:4- (8-1-4+4/-7) -4+4(-3)-11)]-0+0-0 = 
= [44-224-48-(32-112-132)] = -16 | Resp. ¡A| = -16 


Observación. - Todo el proceso anterior lo anotamos así: 











1 23 (4-3 8| 
2314. 3 ssp 4 1 45 
¿IS 3 7 7 14 =7 11 

3 1-1 2 | 

-2 = 44-224-48-132-112-132) = -16 





Ejemplo f) Resolver : =1. -x (2x-1) (3x-2) | 
M=t Y 1 
1 1-1 h 
" + 1 1 


Como es un determinante de 4% orden procedemos como en el caso anterior, para transformar a 
ceros todos los elementos de una línea menos uno de ellos, para después resolverlo por el menor 
complementario. 


=T xx (2x-1) (3x2) 


dto 1 1 
101 -1 1 
1401 1 





(-1) 
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1211 
(3x1) | 1 1 -1|=0 3 -(3x-1)[11+1+1-(1-1-1)] =0 
A 








=(3x-1)(3+1) =0 >» —(3x-1)(4) =0 + -12x+4 =0 + x = - 


[Resp. xXx =- = 


Hemos procedido así: 1%) Multiplicamos la 1? columna por -1 y el resultado se lo sumamos a la 3* 
columna. 2%) Desarrollamos por el menor complementario de (3x-1). 3%) Aplicamos la regla de Sarrús y 
resolvemos la ecuación resultante. 


wm 


EJERCICIO No (50) 


(7) Calcular los determinantes correspondientes a cada una de las siguientes matrices 


0.3 = 5 .L. 
a) y: 75): A E a Bla E Ji 


0,1 E 1 12 e el 


(2) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 














Ax 5Bx E A (5x1) 1 mm A 
| [23% 
c) Xx  2x =0: d) | =0 
XX] E >x 














(3) Aplicando la regla de Sarrús calcular cada uno de los siguientes determinantes: 














4 5 2 
+ '0 “1 2 31 3+i 1 
a) 2 2 2 li: 10 5 3.15 0) 2 S 3 
1-1 5 4 16 3 5 4 2-i 41 


(4) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 




















0 5 LN 336570 A 2 
a) xx HE =2] =-=10; DD) |2x 6 x[|=8:0) |] 3 x -<3] =38x-1 
| 3-2 -3 1:01 4 x 3 
(5) Cacular el valor de cada uno de los siguientes determinantes: 
Y =3 5 1415 2 0 3 
a [9 4 =p) 11.3 1 Ala [3-2 33 
Z 1 O 0 1 3 4 5 2 «€l 
3 0 2-5 -1 -2 0 6-2 5 





(6) Calcular el valor de cada uno de los siguientes determinantes: 





1 Y 4 1 0 1 
1-2 4+ 2 = =3 =1 
a) 1 IU: [Ms SO AE b) on 2. 3 
IA A Mo a, = =1 -1 -1 
1 T 1 1 1 4 6 5 
[7) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 
e Y 3 -=2 | 2-2 0 1 
30% 0. -3 Il 2 > 
a) Dx TT 017 b) x 12 2|=-1; 
sx 1 3 1 LL, XQ Y] 
Xx a a a 1 1 1 1 
c) ax xa 0 0 =0: 3x1 1 1 
ada-X 0 x-a O d) 1 1 3+x 1 1 = 81 
a—=x 0 O x-93 1 1 1 :¡3Hx- 1 
1 4 1 l SFX 


[4 A 3 14 Y TF] 
(2 3 € | 23% 3 el - 
Y o lq22 32 42 | Y las 96” 
12 3 e 81 27 64 
(39) Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 
1 1 1 LL % JS 
a)| lg2 Ig20 1g200 =X+1D]1x 2 3 4 =0 
(lg2)? (1g20)? (19200)? x2 4 916 
0 x3 8 27 64 





11 b+*c mi n p 
al1|1 b atc bj) | 2(a+m) (2b+2n) (2p+2c) 
lc as+b a b Cc 
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RESPUESTAS 


(1) a) 20; b) 13/150: c) 2-13; d) 4i-1; (2) ax =1; b)x =2; 


cx =0; x2 ==1; d)x=-1/2; (3) a) 6; ty LRASIAZ 


c) -41-32i; (4) ax =5/4; bx =%2; c)x, =2; x2 = -3/4; 
(5) a) 48; b) -30; c) -7; (6) a) 126; b) 512; (/) ax, =2:; 
Xx» =1; bx =3; x2 =1; c)xy = -3a; x2 =3a; 0d) xy =1; 
X» =-—5; (8) a) 12; b) -12; (9) ax =1; b xy =2; x2 =3; 
x3 =4; (10) ... 
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GEOMETRIA 


La geometría es una de las disciplinas más antiguas de la humanidad, que partiendo de postulados 
(verdades que se aceptan sin demostración llega a una ciencia exacta. 


Los primeros conocimientos geométricos se remontan a diversas civilizaciones antiguas, que 
aportaron las primeras reglas prácticas, que más tarde dieron lugar a la geometría. 


Los babilonios fueron los que dividieron la circunferencia en 360 partes iguales y crearon el grado 
sexagesimal. También sabían determinar el área del trapecio rectángulo e inscribir un hexágono regular 
en una circunferencia. 


Los egipcios utilizaron los conocimientos geométricos para la medición de las tierras de cultivo y de 
ahí viene el nombre de GEOMETRIA, que significa medida de la tierra. 


También emplearon estos conocimientos en la construcción, sobre todo de las pirámides, que 
evidencia unos grandes conocimientos de Geometría y Astronomía. 


En el estudio de los papiros se encuentra que sabían resolver problemas geométricos, como el área 
del círculo, el del triángulo isósceles y el área del trapecio isósceles. 


Los griegos no se contentaron con saber un conjunto de reglas prácticas y fueron los que dieron a 
la geometría su verdadero caracter de ciencia. 


TALES DE MILETO (siglo VII, antes de C) fue uno de los fundadores de la geometría como ciencia 
racional. 


PITAGORAS (siglo VI antes de C) autor del famoso teorema de las propiedades del triángulc 
rectángulo. 


EUCLIDES (siglo IV antes de C). Escribió el tratado de geometría más famoso de todos los tiempos 
llamado £/fermentos, que consta de 13 capítulos a los que llamó " libros ". De esta obra se han hecho 
miles de ediciones y está vigente hasta nuestros días. 


Euclides construye la geometría partiendo de definiciones postulados y axiomas, con los cuales 
demuestra teoremas que, a su vez, le sirven para demostrar otros teoremas. 


Geometrías no euclidianas. Los elemento de Euclides fueron considerados como una obra en la que 
se sigue el método axiomático, es decir, que partiendo de proposiciones previamente establecidas: 
definiciones, axiomas y postulados, se deduce toda la geometría en una forma lógica. 


Varios intentos de aplicación de la geometría enclidiana dieron lugar a otros tipos de geometría que 


se conocen con el nombre de geometrías no euclidianas, donde los exponentes más destacados son 
LOBACHEVSKI (1789-1856) y RIEMAN (1826-1866). 


De los cinco postulados de Euclides, el Y es el que, desde un principio llamó más la atención. 


Por un punto exterior a una recta pasa una paralela y 
solamente una. 


Durante siglos se trató de " demostrar ", es decir, convertirlo en teorema. Finalmente,.se pensó 
que si de verdad era un postulado, el hecho de negarlo aceptando los demás, no debía conducir a 
ninguna contradicción. 


La geometría de Rieman sustituye este postulado por el siguiente. 
Por un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela. 
La Geometría de Lobachevski sustituye el Y postulado de Euclides por este otro, 


Por un punto exterior a una recta pasan dos paralelas que 
separan a las infinitas rectas no secantes de las infinitas 
rectas secantes. 





La geometría plana estudia las figuras dibujadas en un plano, para lo cual se emplea el metodo 
deductivo, que consiste en encadenar conocimientos que se suponen verdaderos, de tal manera, que se 
obtienen nuevos conocimientos, es decir, obtener nuevas proposiciones como consecuencia lógica de 
otras anteriores. 


No todas las propiedades son consecuencia de otras, pues algunas se aceptan como ciertas por sí 
mismas, como los axtomas y los postulados. 


Povorma. Es una proposición tan sencilla y evidente que se admite sin demostraciones, por ejemplo: 


a) El todo es mayor que cualquiera de las partes. 
b) Cualquier cantidad es igual a sí misma. 


Postulado. Es una proposición no tan evidente como un axioma, pero que también se admite sin 
demostración, por ejemplo: 


2) Hay infinitos puntos. 
b) La bisectriz de un ángulo es única. 
€) La distancia más corta entre dos puntos es el segmento que los une. 


Teorema. Es una proposición que puede ser demostrada y en la demostración de todo teorema se 
distinguen dos partes, la hipótesis y la tesís, que es lo que se quiere demostrar. por ejemplo: 


Teorema = La suma de los ángulos internos de un triángulo vale dos ángulos rectos. 
Hipótesis + A, 8 y C son los ángulos internos de un triánguio. 
Tesis + La suma de los ángulos A, B y C vale dos ángulos rectos. 


En la demostración de un teorema se utilizan los conocimientos adquiridos hasta aquel momento 
enlazados de una manera lógica. 


Corolario. Es una proposición que se deduce de un teorema como consecuencia del mismo, por 
ejemplo : 


Del teorema que dice " La suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos rectos " se 
deduce el corolario " La suma de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo vale un recto ". 
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Teorema recíproco. Todo teorema tiene su recíproco. La hipótesis y la tesis del recíproco son, 
respectivamente, la tesis y la hipótesis del otro teorema que, en este caso, se llama directo, por 
ejemplo: 

El teorema " La suma de los ángulos internos de un triángulo vale 180% " tiene su recíproco que es: 
" Sila suma de los ángulos internos de un polígono vale 180%, el polígono es un triángulo ". 

No siempre la proposición recíproca es cierta, por ejemplo: 

Sea la proposición; " Si dos números son positivos su producto también lo es ”. 


El recíproco de esta proposición es: " Si el producto de dos números es positivo, los números 
también lo son ”, lo cual, no es cierto porque el producto de dos números negativos también es positivo. 


El punto. Es un ente matemático que no tiene dimensiones, es decir, que no tiene ni longitud, ni 
anchura, ni grosor. 


Para representar un punto en el papel dibujamos una x o un punto de los que usamos en la 
escritura. 


Para distinguir un punto de otro usamos letras mayúsculas o minúsculas según las característica de 
la figura geométrica. 


Admitimos el siguiente postulado + Hay infinitos puntos. 


La línea. Podemos concebir la línea como la trayectoria de un punto en movimiento y solamente tiene 
una dimensión, que es la longitud. 


Entre las líneas más notables están la recta, la curva y la quebrada. 





Linea recta Línea quebrada 


La línea recta es un ente matemático que solamente tiene longitud. 


Una línea recta geométrica se representa sobre el papel dibujando una raya con ayuda de una regla, 
y para indicar que no tiene ni principio ni fin se dibujan flechas en sus extremos. 


Para diferenciar una recta: de otra se utiliza una letra mayúscula o dos puntos de ella con una 
flecha encima. 


A b 
Recta A Recta e 
Admitimos los siguientes postulados. 


a) Por dos puntos pasa una recta y nada más que una. 
b) Dos rectas no pueden tener más que un punto común. 
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Ssemirrecta. Considerando una recta, un punto cualquiera de ella la divide en dos partes que se llaman 
semirrectas. 


A 8 no O B 
 í(—_—_ _—_— HE ————— A 
Recta ke Semirrecta OA Semirrecta 08 


Una semirrecta se anota con el punto origen y otro punto con una flecha encima. 


En la figura anterior, semirrecta OA y semirrecta 08 
Así como las rectas no tienen ni principio ni fin, las semirrectas tienen principio pero no tienen fin. 


Segmento. Si sobre una recta A señalamos dos puntos a y b, se llama 
— => Segmento al conjunto de los puntos de la recta comprendidos entre 
ellos, ambos incluidos. 


a b 
—__ _—_—__—_—_——— 
Generalmente los segmentos se designan por las letras de sus extremos. 
Segmento ab La longitud que hay entre dos puntos se llama distancia. 


Se admite el siguiente postulado. 
La distancia más corta entre dos puntos es el segmento que los une. 


Medir un segmento es compararlo con otro que se toma como unidad, 


para lo cual, se toman unidades de longitud del sistema métrico decimal 
(mm, cm, m, etc). 





ab = 3cm 


Generalmente se mide un segmento con ayuda de una regla graduada. 


Operaciones con segmentos. Gráficamente se pueden efectuar operaciones con segmentos, y 
entre ellas están, sumar restar y multuplicar un segmento por un número real. 


Para sumar segmentos se coloca uno a continuación del otro, de tal manera que estén sobre la 
misma recta. | 


a b 
q__ —_—— 
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Suma = ? Resp. ab+cd+ef =af 


Para sumar estos segmentos hemos procedido así: 


Sobre una recta indefinida, y a partir de un punto cualquiera, se llevan los segmentos que se van a 
sumar colocándolos en un sentido determinado, haciendo que el extremo de cada sumando coincida con 
el origen del siguiente. 


El segmento que tiene como origen, el origen del primero y como extremo el extremo del último 
representa el segmento suma. 


Para restar segmentos se lieva el segmento sustraendo sobre el minuendo, de tal forma que sus 


orígenes coincidan. El segmento comprendido entre los extremos de los dos segmentos es el segmento 
diferencia. 


a b 

uú === A 

Cc d a b R 
bno Hesp. ab=cd = db 


Para multiplicar un segmento por un número real se lleva el segmento sobre una recta tantas veces 
como indique el número real. 


E b a b a b R 


b N 


3ab = ? 


Resp. 3ab = MN 
División de un segmento en partes iguales 


Para dividir el segmento AB en 4 partes iguales trazamos la semirrecta 
AC formando ángulo con el segmento AB, y en ella llevamos el seg- 
mento á, de longitud arbitraria, 4 veces en forma consecutiva para 
determinar los puntos, 1,2,3 y 4. 

Unimos 4 con B y trazamos paralelas a este segmento por los puntos 
3,2 y 1. Estas paralelas dividen al segmento AB en 4 partes iguales. 





Angulo. Un ángulo está formado por dos semirrectas que tienen el origen común. 


Llamamos ángulo de dos semirrectas de origen común al giro que hay qua efectuar para llevar una 
semirrecta sobre la otra. 


Las semirrectas se llaman /ados y el origen común se llama vértice. 


Para anotar un ángulo aplicamos dos procedimientos a) Dibujamos un arco entre las semirrectas y 
colocamos una letra mayúscula y b) Colocando un punto con su letra en cada lado. 





b 
Se anota + XA Selee ” ángulo A * Se'anota + Xaob Se lee " ángulo a o »” 


En la notación con letras en los lados siempre la letra del centro es la del vértice. 


Medida de los ángulos. De la misma manera que medimos la longitud de un segmento con ayuda de 
una regla para obtener un número, para medir la amplitud de un ángulo nos apoyamos en una escala 


que se construye dividiendo la circunferencia en 360 partes y a cada parte la llamamos grado 
sexagesimal. 


Esta escala se llama transportador y solamente se utiliza la mitad de la circunferencia. 
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El sistema sexagesimal es el más antiguo y el más utilizado. En este sistema la circunferencia se 
divide en 360 partes iguales llamadas grados. Cada grado se divide en 60 minutos y cada minuto en 60 
segundos. 


Los símbolos de las unidades en este sistema son: 
grado > 0, minuto + *, segundo 3 " 
La siguiente medida, 1602632" selee = 16 grados, 26 minutos, 32 segundos. 


El sistema centesimal es el más moderno. En este sistema la circunferencia se divide en 400 partes 
iguales llamadas grados centesimales. Cada grado centesimal se divide en 100 minutos y cada minuto 
en 100 segundos. 


Los símbolos de las unidades en este sistema son: 
grado + gq, minuto + m, segundo + s 


La siguiente medida 34% 267” 16% se lee » 34 grados centesimales, 26 minutos y 16 segundos. 


La expresión 349 26'" 16%, también se anota 34%,2616 


El sistema cmreular utiliza como unidad de ángulo el radían, que se 
define como el ángulo central cuyos lados comprenden un arco de 
longitud igual al radio, es decir, en una circunferencia cuyo radio tiene 
una longitud r, un radian es el ángulo central cuyo arco mide r unidades 
de longitud. 


En la figura se cumple que: longitud del arco AB es igual al radio, 
entonces el ángulo AOB es igual a un radian. 











|] Relaciones entre las medidas de los ángulos 


En el sistema sexagesimal la circunferencia se divide 360%, en el sistema centesimal se divide en 
400% y en el sistema circular, como la longitud de la circunferencia es 27r, tiene 21 radianes. 


Comparándo la circunferencia con relación a estas medidas resulta : 


Circunferencia + 360% = 400% = 2n radianes También > 180% = 2009 = 7 radianes 


90% = 1009 = _ radianes 19 =60* =1007; 1” =60" =100* 
Nota. Para efectuar ejercicios de transformaciones de ángulos revisar la página. 315 
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Los ángulos se clasifican según su medida en: 


a) agudos, cuando miden menos de 90% 

bj rectos, cuando miden 90* 

cs obtusos, cuando miden más de 90% y menos de 180% 
d) llanos, cuando miden 180% 


b) + A * d) 


e 


Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso Angulo llano 





Angulos adyacentes. Dos ángulos son adyacentes cuando tienen un lado común y los otros dos lados 
están en la misma recta. 


Angulos complementarios. Dos ángulos son complementarios cuando su suma vale 900, 
El complemento de un ángulo es lo que le falta para valer 900 
Angulos suplementarios. Dos ángulos son suplementarios cuando su suma vale 180% 


El suplemento de un ángulo es lo que le falta para valer 180% 
Teorema + Dos ángulos adyacentes son suplementarios. 





Anqguios adyacrentes Angulos complementanos Angulos suplementarios 


Angulos opuestos por el vértice, Dos ángulos son opuestos por el vértice cuando los lados de uno de 
ellos son las prolongaciones del otro. 


Teorema + Los ángulos opuestos por el vértice son iguales 


Angaulos consecutivos. Dos ángulos son consecutivos cuando tienen el vértice y un lado común y no se 
superponen. 


Varios ángulos son consecutivos si el segundo es consecutivo del primero, el tercero es consecutivo 
del segundo, etc. 


Teorema =» La suma de los ángulos consecutivos alrededor de un punto vale 360% 
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Angulos opuestos por el vértice Angulos co OS 


a Bisectriz de un ángulo. La bisectriz de un ángulo es la semirrecta cuyo 
origen es el vértice y lo divide en dos ángulos iguales. 

En la figura adjunta la semirrecta oc es la bisectriz del ángulo aob, por 
lo tanto: 





bisectriz 









b 
E Xxaoc = Xx cob 





Dos rectas son perpendiculares si al cortarse forman cuatro ángulos rectos. 
Para indicar que dos rectas son perpendiculares se utiliza el símbolo .. 
Si dos rectas se cortan y no son perpendiculares se dice que son oblicuas. 


Postulado 3 Por un punto exterior a una recta del plano pasa una, y solo una, 
perpendicular a dicha recta. 





Rectas perpendiculares Rectas oblicuas 


La distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento perpendicular trazado desde el 
punto a la recta. Este segmento es único y el menor posible. 


E A Dos rectas de un plano son paralelas si al prolongarlas nunca se cruzan. 
38 ! D Si una recta es paralela a otra, esta otra es.paralela a la primera. 
Toda recta es paralela a sí misma. 
Rectas paralelas El paralelismo se expresa con el símbolo || . 


Corolario + Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre sí. 
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Postulado de Euclides 
Por un punto exterior a una recta pasa una sola paralela a dicha recta. 


Teorema +Dos rectas de un plano, perpendiculares a una tercera, son paralelas entre si. 
Corolario + Si una recta corta a otra, también corta a todas las paralelas a ella, 





Rectas cortadas por una secante 
Al cortar dos rectas por una tercera, llamada secante, se forman 8 
ángulos, 4 en cada punto de intersección (ver la figura) 

Los ángulos 4,3,5 y 6 se llaman fnternos. 
Los ángulos 1,2,8 y 7 se llaman externos. 
Los ángulos 1 y 7, así como 2 y 8 se llaman ángulos alternos externos. 
Los ángulos 4 y 6, así como 3 y 5 se llaman ángulos alternos internos. 





Los pares de ángulos 1 y 5, 2 y 6, 4 y 8, y 3 y 7, se llaman correspondientes. 


| Paralelas cortadas por una secante 


Toda secante a dos rectas paralelas forman ángulos correspondientes 
iguales. En la figura se cumple: 


x1=X5, x4 =Xx8, xX2=x6ya1i3S=1x7 





Inversamente si una secante que corta a dos rectas forma ángulos 
correspondientes iguales. dichas rectas son paralelas. 


Toda secante a dos recta paralelas forma ángulos alternos internos iguales. 
En la figura anterior se cumple: x3 =x5 y 14 =X6 


inversamente si una secante forma con dos rectas del plano ángulo alternos internos iguales, dichas 
rectas son paralelas. 


Toda secante a dos rectas paralelas forma con las mismas, ángulos alternos externos iguales. 
En la figura anterior se cumple: X1 =X7 y xX2=X8 


inversamente, si una secante forma con dos rectas del plano ángulos alternos iguales, dichas rectas 
son paralelas. 





TRIANGULOS 


Un plano es un ente matemático que solamente tiene dos dimensiones, 
largo y ancho y está formado por infinitos puntos. 


Como el plano no tiene límites, se representa por medio de un rectán— 
gulo o paralelogramo y le asignamos una letra, pero debemos entender 
Plano que las líneas que trazamos para delimitarlo no indican su tamaño, 
solamente indican que está ahí. 
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Figura geométrica. Entendemos por figura geométrica a cualquier conjunto formado por puntos. 


Figuras geométricas congruentes. Dos figuras geométricas son congruentes cuando superpuestas 
coinciden en su totalidad, es decir, son iguales. 


Se entiende por triángulo la figura geométrica de un plano formado por 
tres rectas que se cortan dos a dos. 


Todo triángulo está formado por los siguientes elementos. 
Los vértices, que son los puntos de intersección (A, B y C). 


Los lados, que son los segmentos formados por los puntos de 
intersección (a, b y c). ; 


Los lados forman ángulos interiores (a, $ y y). 





El perímetro, que es la suma de sus tres lados + p =a+b+c 
En la notación de un triángulo, los vértices se anotan con letras mayúsculas, los lados opuestos a 
cada vértice con la letra minúscula correspondiente y los ángulos con las mismas letras mayúsculas de 
los vértices o con las letras griegas d, Ú y y, 
Clasificación de los triángulos. Los triángulos se clasifican según sus /ados y según sus ángulos 
Según sus lados los triángulos pueden ser: 
Equilátero: Si tiene sus tres lados iguales. 


Isósceles: Si tiene dos lados iguales. 


Escaleno: Si tiene los tres lados desiguales. 


A AX 


Equilátero Isósceles Escaleno 





Según sus ángulos, los triángulos pueden ser: 
Acutángulo: Si tiene sus tres ángulos agudos. 


Rectángulo: Si tiene un ángulo recto. 





Obtusángulo: Si tiene un ángulo obtuso. 


¿Es Ds vé 


Acutánguio Rectángulo Obtusángulo 








Altura. Es el segmento perpendicular trazado desde un vértice al lado opuesto o a su prolongación. 


Las tres alturas correspondientes a cada uno de los lados se anotan con la letra h con el subíndice 
que indica el lado, es decir, ha. Mp Y Me 





ortocentro 





Un triángulo tiene tres alturas y las tres se cortan en un punto llamado ortocentro. 


Mediana. Es el segmento que une un vértice con el punto medio del lado opuesto. 


Las tres medianas correspondientes a cada uno de los lados se anotan con la letra m con el 
subíndice que indica el lado, es decir, Ma, Mp Y Me 





bancentro 





Un triángulo tiene tres medianas y las tres se cortan en un punto llamado baricentro. 


Bisectriz. Es la semirrecta que corresponde a la bisectriz de cada ángulo interno. 


Como las bisectrices son semirrectas no se las asigna ninguna notación, pero las tres se cortan en 
un punto llamado incentro. 





Mediatriz. Es la perpendicular que corresponde al punto medio de cada lado. 


Como las mediatrices son rectas no se las asigna ninguna notación, pero las tres se cortan en un 
punto llamdo circuncentro. 
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Angulo interno de un triángulo es el que está formado por dos lados cualquiera del mismo. 

Teorema + La suma de los tres ángulos internos de un triángulo vale 1800. 

Corolario + La suma de los dos ángulos agudos de un triángulo rectángulo valen 900, 
Anguío externo de un triángulo es el formado por un lado y la 
 ongación del otro: a, f| y yde la figura. 


Teorema + La suma de los ángulos externos de un triángulo vale 3600, 
En la figura > a+B8+y = 3600 


Teorema + Todo ángulo externo de un triángulo es igual a la suma de 
los ángulos interiores no adyacentes a él. 


En la figura: d =XB+xC, 6B =XA+XC, y =XA+xXB 








inmángulos iguales o congruentes. Dos triángulos son iguales o congruentes si al superponerlos 


coinciden totalmente, con lo cual se cumple que tienen los tres ladbs iguales y los tres ángulos también 
son iguales. 


Para demostrar que dos triángulos son iguales o congruentes solamente necesitamos conocer tres 
igualdades entre los lados y los ángulos con la condición de que siempre intervenga un lado. 


Dos triángulos son iguales o congruentes cuando: 


19) Tienen iguales un lado y los dos ángulos adyacentes 
2%) Tienen iguales dos lados y el ángulo comprendido. 
30) Tienen los tres lados iguales. 


igualdad de triángulos rectángulos. En el caso de los triángulos rectánguloss dos triángulos son 
iguales o congruentes cuando: 


1% Tienen iguales la hipotenusa y un cateto. 

2%) Tienen iguales los dos catetos. 

3%) Tienen iguales la hipotenusa y un ángulo agudo. 
4%) Tienen iguales un cateto y un ángulo agudo. 





Propiedades generales de los triángulos 


a) En dos triángulos iguales, a ángulos iguales se oponen lados iguales y recíprocamente. Estos 
lados y ángulos se llaman homólogos. 

5) En un triángulo, un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia. 

Cc) En un triángulo, a mayor lado se opone mayor ángulo y reciprocamente. 

d) En dos triángulos, que tienen dos lados respectivamente iguales y desigual el ángulo 
comprendido, a mayor ángulo se opone mayor lado. 


0) La altura correspondiente a la base de un triángulo isósceles coincide con la median, con la 
bisectriz y con la mediatriz. 


RAZONES Y PROPORCIONES 





Se llama razón al cociente que resulta de dos números. Al primero se le llama antecedente y al 
segundo consecuente. 


Se llama proporción a la igualdad entre dos razones. En toda proporción se cumple: 
8) El producto de los medios es igual al producto de los extremos 


— = — + Im = . 
b d ad =b:*cC 
Db) La suma o diferencia de los antecedentes es a la suma o diferencia de los consecuentes como un 
antecedente es a su consecuente. 
a Cc aic Y 0 


bd *bd bd 





C/ La suma o diferencia del antecedente y el consecuente de la primera razón es a su antecedente o 
consecuente, como la suma o diferencia del antecedente y el consecuente de la segunda razón es a su 
antecedente o consecuente. 


Razón de dos segmentos. Se llama razón de dos segmentos al cociente de sus medidas (referidas a la 
misma unidad). 


segmentos proporcionales. Los segmentos AB y CD son proporcionales a los segmentos EF y GH si 
se cumple: 


Si varias paralelas cortan a dos transversales y determinan segmentos 
iguales en una de ellas, determinarán segmentos iguales en la otra. 


ME — 
Si 48 || co || ér y ac =ce8 entonces BD = DF 
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Teorema de Tales. Si varias paralelas cortan a dos transversales, se cumple que determinan en ellas 
segmentos correspondientes proporcionales. 


p 
S||5l 


En la figura anterior: A - a también — = 
CE DF 


Toda paralela a un lado de un triángulo divide a los otros dos lados en 
segmentos proporcionales. 


Hipótesis + Ange, 58 || Ad: Tesis » En. 
EB 


Si una recta corta a dos lados de un triángulo y los divide en segmentos 
proporcionales, dicha recta es paralela al tercer lado. 


Il 
2118] 





Hipótesis = Banc, KE = — , Tesis + DE | kB: 
DA EB 


Corolario + El segmento que une los puntos medios de dos lados de un triángilo, es 
igual a la mitad del tercer lado. 


La bisectriz de un ángulo interno de un triángulo divide al lado opuesto 
en segmentos proporcionales a los otros dos lados. 


Hipótesis + Axgc, AD esla bisectriz del x A 
C 8 Tesis + LE 5 Ae 
a BD AB 








Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus 
ángulos respectivamente ¡guales y sus lados son 
proporcionales. 


Para indicar que dos triángulos son semejantes se usa el símbolo w 


Casos de semejanza de triángulos. Existen tres casos posibles por los que se puede afirmar que dos 
triángulos son semejantes. 


Dos triángulos son semejantes: 


a) Si tienen dos ángulos respectivamente iguales 
bj Si tienen dos lados proporcionales e igual el ángulo comprendido entre ellos. 
c) Si tienen sus tres lados proporcionales. 
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Dos triángulos rectángulos son semejantes: 


a) Sí tienen un ángulo agudo ¡igual 
b) Sí tienen los catetos proporcionales 
c) Si tienen la hipotenusa y un cateto proporcionales 





Líneas poligonales. Se llaman líneas poligonales a las formadas por segmentos de recta. 


Cuando el principio y el final de la poligonal coinciden se llaman poligonales cerradas y cuando el 
principio y el final no coinciden se llaman poligonales abiertas. o 


9% O 


Poligonales abiertas Poligonales cerradas 
El polígono es una figura plana cerrada, limitada por segmentos de recta. 


La palabra polígono viene del griego y significa muchos ángulos. 


Un polígono es convexo cuando está formado por una poligonal convexa y es cóncavo cuando está 
formado por una poligonal cóncava. 





Poligono convexo Poligono cóncavo Angulos internos y externos 
Los lados y vértices de la línea poligonal son los lados y vértices del polígono. 
Los ángulos internos de un polígono son los formados por cada dos lados consecutivos. 


Los ángulos externos de un polígono son los ángulos adyacentes a los ángulos internos, que se 
obtienen con un lado y la prolongación del lado consecutivo. 


Los polígonos pueden ser regulares o irregulares. Un polígono es regular si tiene los lados y los 
ángulos iguales, es decir, si el polígono es equilátero y equiángulo. 
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Nombre de los polígonos según el número de lados 





Los polígonos reciben nombres con relación al número de lados. 
NO de lados Nombre del polígono 


A Triángulo 
—___—__—  Cuadrilátero 
—_—_—_—_—_— + Pentágono 


————_—————— Hectágono 
— 5 Octágono 
—_—_—_—__——>  Nonágono 


10 ——————=> Decágono 


3 
4 
5 
6 ->—_”_—_—_—_—_——” Hexágono 
7 
8 
9 


12 ——————=  Dodecágono 
158 ——__—_——= Pentedecágono 


n —————= n-ágono 


Los otros polígonos no tienen nombre especial. 


Diagonal. Se llama diagonal al segmento determinado por dos vértices no consecutivos. 


Teorema + El número de diagonales que pueden trazarse desde un vértice es ¡igual al 
número de lados menos tres. 


El número de diagonales que pueden trazarse en un polígono de n lados se calcular por la siguiente 
fórmula. 


_ nín—3) 


No > 


Teorema + La suma de los ángulos internos de un polígono convexo es igual a tantas 
veces dos ángulos rectos como lados menos dos tiene el polígono. 


Si = 180% (n-—2) 
Cuando el polígono es regular tiene sus ángulos internos iguales y el valor común de ellos se obtiene 
dimdiendo la suma de todos ellos entre el número de lados. 


180%n-2) , ¿ —180%n-2) 


E Si 
= Ni JUE A 
Si = 180% [n-2) >» a pá A - 


Teorema + Dos polígonos son iguales si pueden descomponerse en igual número de 
triángulos respectivamente iguales y dispuestos del mismo modo. 


El teorema recíproco es cierto. Si dos polígonos son iguales, se pueden descomponer en igual 
número de triángulos respectivamente iguales e igualmente dispuestos. 
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CUADRILATEROS | 


El cuadrilátero es un polígono de 4 lados 


B 
a] —_— — 
pos Los lados opuestos son los que no tienen vértice común (AD con BC y 


AB con CD). 
Lo Los lados consecutivos son los que tienen un vertice común (AB con BC 
A Y BC con CD). 


cuadrilátero 





Clasificación de los cuadriláteros 

Los cuadriláteros se clasifican atendiendo al paralelismo de los lados opuestos. 
Paralelogramos: son los cuadriláteros cuyos lados opuestos son paralelos. 
Trapecios: son los cuadriláteros que tienen paralelos solamente dos lados opuestos. 


Trapezoides: son los cuadriláteros que no tienen ningún lado paralelo. 





Paralelogramo Trapecio Trapezoide 





Clasificación de los paralelogramos 

Rectángulos; cuando tienen los cuatro ángulos rectos y sus lados paralelos iguales dos a dos. 
Cuadrados; cuando tienen los cuatro ángulos rectos y todos los lados son iguales. 

Rombos: cuando tienen los cuatro lados iguales y los ángulos contiguos desiguales. 


Romboides: cuando tienen los lados y los ángulos contiguos desiguales. 





Rectángulo Cuadrado Rombo Romboide 
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Clasificación de los trapecios 





Rectángulos; cuando tienen dos ángulos rectos. 


Isósceles: cuando tienen los lados no paralelos iguales 


Escalenos; cuando no son ni rectángulos ni isósceles. 


Trapecio rectánguio 





Trapecio isósceles Trapecio escaleno 


Los trapezoides se clasifican en simétricos y asimétricos. 


Trapezoide simétrico 





Los trapezoides simétricos tienen dos pares de lados consecutivos iguales, 
pero estos pares de lados son diferentes entre sí. 


También se cumple que las diagonales son perpendiculares entre sí y que la 
que une los vértices formados por los lados iguales es bisectriz y eje simetría 
del trapezoide. 

Un trapezoide es asimétrico cuando no es simétrico. 


Características y propiedades de los paralelogramos 


En todo paralelogramo se cumplen las siguientes propiedades: 





Paralelogramo 





a) Tiene iguales sus lados opuestos. 

b) Tiene iguales sus ángulos opuestos. 

c) Cualquiera de cada dos ángulos consecutivos son suplementarios. 
d) Las diagonales se cortan en su punto medio. 


En el rectángulo además de cumplirse las propiedades generales de los 
paralelogramos, también se cumple que: 

a) Todos los ángulos son iguales y miden 90%, 

bj Sus diagonales son iguales. 
En el rombo además de cumplirse las propiedades aenerales de los 
paralelogramos, también se cumple que: 


a) Sus diagonales son perpendiculares. 
b) Sus diagonales son bisectrices de los ángulos cuyos vértices tocan. 
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En el cuadrado,al ser un paralelogramo, un rectángulo y un rombo tiene las 
mismas propiedades de todos ellos, es decir : 


a) Sus ángulos tanto interiores como exteriores valen 90%, 
b) Sus diagonales son iguales y perpendiculares entre sí. 
Cuadrado c) Sus diagonales son bisectrices de los ángulos cuyos vértices tocan. 


En el trapecio los lados paralelos se llaman bases. AD es la base mayor y BC 
es la base menor. 


La distancia entre las bases (CG) se llama altura. 


El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos (EF) se 
llama base media y es paralela a las bases es igual a su semisuma. 








CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO 


E 


llamado centro. 


Semicircunferencia es la mitad de la circunferencia. 
Radio es cualquier segmento que une el centro con un punto cualquiera de ella. 
Todos los radios de una circunferencia son ¡iguales entre sí. 
Cuerda es el segmento que une dos puntos cualquiera de la circunferencia. 
En una misma circunferencia se cumple que las cuerdas iguales están a igual distancia del centro. 


Diámetro es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia, 
Todo diámetro divide a la circunferencia (y al círculo) en dos partes iguales. 
Todo diámetro (o radio) perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguales. 
inversamente, la mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia. 





Circunferencia Radio Diámetro 
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Arco es una porción de la circunferencia. 
Recta secante es la que corta a la circunferencia en dos puntos. 
Recta tangente es la que toca a la circunferencia en un solo punto. 


Por cada punto de una circunferencia pasa una tangente y nada más que una. 


Por un punto exterior a una circunferencia se pueden trazar solamente dos tangentes a dicha 
circunferencia. 


Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que corresponde al punto de contacto 
entre ambos. 


inversamente, si una recta es perpendicular a una tangente en el punto de tangencia, dicha recta 
pasa por el centro de la circunferencia. 


Si desde un punto exterior a una circunferencia trazamos tangentes a la misma, los segmentos 
entre dicho punto y los puntos de contacto son iguales. 


Recta exterior es la que no tiene ningún punto común con la circunferencia. 





Arco Recta secante Recta tangente Recta exterior 
La longitud de la circunferencia es la distancia que se recorre al moverse una vuelta sobre dicha 
circunferencia. 
La longitud de la circunferencia se calcula con la siguiente fórmula 


l=2nr 


Angulo central es el que tiene su vértice en el centro de la circunferencia y sus lados son radios. 


En una circunferencia se cumple que a ángulos centrales iguales corresponden arcos iguales y 
también subtienden cuerdas iguales. 


Angulo Inscrito es el que tiene su vértice en la circunferencia. 


Anguío sermtimnscrito es el que 
—_————_— 


tiene su vértice en la circunferencia y sus lados son una secante y una 
tangente de la misma. 





Angulo interior es el que su vértice es un punto interior de la circunferencia. 


Angulo exterior es el que su vértice es un punto exterior de la circunferencia y sus lados son rectas 
secantes de la misma. 





De acuerdo a las posiciones relativas que ocupen en el plano.dos circunferencias reciben diferentes 
denominaciones. 





Circunferencias inteñores Circunferencias tangentes exteñores. 











Un polígono está inscrito en una circunferencia cuando sus lados son cuerdas de dicha 
circunferencia. 


- Una circunferencia está inscrita en un polígono cuando todos los lados de éste son tangentes a 
dicha circunferencia. 





Polígono circunscrito Circunferencia circunscrita 


Un polígono está circunscrito a una circunferencia cuando todos-sus lados son tangentes a dicha 
circunterencia. 


Una circunferencia está circunscrita a un polígono cuando todos sus vértices están sobre la 
circunferencia. 


El círculo es el conjunto de los puntos interiores a la circunferencia. 
Semicírculo es la mitad de un círculo. 
Sector circular es la parte de círculo limitada por dos radios y el arco comprendido entre ellos. 


Segmento circular es la parte de círculo limitada por una cuerda y su radio. 





Sector circular Segmento ciraular 


Corona circular es la región del círculo limitada por dos circunferencias concéntricas. 


Trapecio circular es la parte de la corona circular limitada por dos radios. 
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CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS 


Utilizando instrumentos de dibujo como; regla, escuadra, compás y transportador de águlos, se 
pueden realizar diferentes construcciones geométricas. 





(1) Trazar la mediatriz de un segmento 


19) 





1% ab es el segmento cuya mediatriz vamos a trazar 


2%) Con centros en los extremos del segmento la y b) se trazan arcos iguales y un poco 
mayores que la mitad del segmento, los cuales se cortan en los puntos x e y. 


2%) Trazamos la recta que pasa por los puntos x e y, que es la mediatriz del segmento. 


(2) Trazar la bisectriz de un ángulo dado 








1%) al es el ángulo cuya bisectriz vamos a trazar 
2%) Con centro en o y abertura de compás arbitraria, trazamos un arco que corta a los lados 
en los puntos a y b. 
3% Con abertura de compás arbitraria y centro en los puntos a y b trazamos dos arcos que 
se cortan en el punto x. 
4%) La semirrecta de origen o, que pasa por el punto x, es la bisectriz del ángulo d 





(3) Trazar por un punto la perpendicular a una recta 





Po 
o 
R 
19) 


1% pes el punto por el cual vamos a trazar la perpendicular a la recta R. 


2%) Con abertura de compás arbitraria y con centro en p, trazamos un arco que corta a la 
recta R en los puntos a y b. 


3%) Con la misma abertura de compás y centro en a y en b, trazamos arcos que se cortan en p 
y q. 


4%) Trazamos la recta que pasa por p y por q, que es la perpendicular a la recta R que pasa 
por el punto p. 


Nota. Prácticamente se hace utilizando una escuadra y una regla (ver la página 505) 





(4) Trazar por un punto la paralela a una recta. 


oo 





19) 


1% pes el punto por donde vamos a trazar la paralela a la recta R. 


20) Con centro en un punto cualquiera de recta R, punto a, trazamos un arco que pase por p y 
que corta a R en el punto b. 


30) Con centro en b y la misma abertura de compás trazamos un arco que pase por a. 


La distancia Pb la llevamos sobre el arco que pasa por a, para obtener el punto q. 


40 Trazamos la recta que pasa por p y por q, que es paralela a la recta R!' 


Nota. Practicamente se hace utilizando una escuadra y una regla (ver la página 505) 





(5) Utilizando solamente la regla y compás, dibujar un ángulo que sea igual a uno dado 





49) 





En la figura 1%) tenemos al ángulo dado; dl = X aob y en él, con una abertura de compás arbitraria y 
centro en o, trazamos un arco que corta a sus lados en los puntos x.e y. 


2%) Trazamos una semirrecta cualquiera o'a” y con radio igual al segmento ox y centro o”, 


. ——) 
trazamos un arco que corta a la semirrecta oa” en el punto xXx”. 
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30) Con radio igual al segmento xy y centro x” trazamos otro arco, que corta al arco anterior 
en y”. 

4% Uniendo o” con y” conseguimos el otro lado del ángulo a”, que es igual o congruente con 
el ángulo dl. 


Nota. Practicamente se hace utilizando un transportador de ángulos. 


(6) Utilizando solamente una regla y una escuadra trazar una perpendicular a una recta 
dada, pero que pase por un punto dado. 





19) 





1%) pes el punto por donde vamos a trazar la perpendicular a la recta R. 


20) Colocamos uno de los catetos de la escuadra, de tal manera que coincida con la recta R y 
la regla en contacto con la hipotenusa. 


30) Deslizamos la escuadra sobre la regla hasta que el otro cateto coincida con el punto p. 
Después, y sobre la escuadra trazamos la recta que pasa por p, que es perpendicular a KR. 


(7) Utilizando solamente una regla y una escuadra trazar una paralela a una recta dada, 
pero que pase por un punto dado. 





p 
o 


19) 





19) pes el punto por donde vamos a trazar la paralela a la recta R. 
20) Colocamos uno de los catetos de la escuadra, de tal manera que coincida con la recta R y 
la regla en contacto con la hipotenusa. 


30) Deslizamos la escuadra sobre la regla hasta que el cateto coincida con el punto p. 
Después, y sobre la escuadra trazamos la recta que pasa por el punto p que es paralela a 
R. 
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(8) Dibujar un triángulo conociendo la longitud de sus lados. 





q[(OÓA—»w»w»w. x 
e f 
A ———_——, 
G d y 
A, 
a b A 
1%) 20) 


1%) Estos son los lados del triángulo que vamos a dibujar. 


2") Dibujamos uno de los lados (segmento ab), con centro en a y en b y con radios iguales a 
la longitud de los otros lados trazamos dos arcos (x e y) que se cruzan en el punto c. 


3% Uniendo a y b con c, obtenemos el triángulo pedido. 





(9) Dibujar un cuadrado conociendo la longitud de su lado 





30) 





19) 


1% El segmento ab representa la longitud del lado. 
2%) En los extremos a y b del segmento trazamos ángulos de 90% con ayuda del transportador 


Con centro en a y en b y radio igual al segmento ab trazamos arcos que cortan a las 
perpendiculares en los puntos c y d. 
3%) Uniendo e con d obtenemos el cuadrado abcd. 


(10) Trazar desde un punto exterior a una circunferencia las tangentes, 





ep 
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1% Vamos a trazar las tangentes a la circunferencia o desde el punto p. 

20) Unimos o con p, hallamos el punto medio del segmento op (punto o”) y con centro o” y 
radio va” trazamos una circunferencia que corta a la circunferencia dada en los puntos b y c. 
30) Trazamos las rectas que pasan por pb y por pc que son las tangentes pedidas. 





(11) Dibujar un pentágono regular 


Como un pentágono es un polígono de 5 lados, y como es regular tiene los lados y los ángulos 
congruentes. 





1%) Dividimos los 360% que mide la circunferencia entre 5, que es el número de lados del 
polígono, para determinar el ángulo correspondiente a cada lado. 

20) Trazamos una circunferencia de radio arbitrario y desde su centro dibujamos 5 ángulos 
consecutivos de 72% cada uno, cuyos lados cortan a la circunferencia en los puntos a,b,c,d 
y e, que son los vértices del polígono. 


3%) Unimos a con b, b con c, e con d y d con e, con lo cual obtenemos un pentágono regular. 





Región poligonal. Un polígono es una línea poligonal cerrada, la cual 
divide al plano en 2) el conjunto formado por los puntos exteriores a la 
línea poligonal; b) el conjunto formado por los puntos de los segmentos 
que forman la poligonal y €) el conjunto formado por los puntos inte— 
riores a la línea poligonal. 





A la porción de plano formada por los puntos que forman el polígono y los interiores a él la 


llamamos región poligonal. 


Superficie de un polígono. Para comparar dos polígonos con relación a la cantidad de región se les 
asigna una medida llamada superfice. 


Entendemos por superficie de un polígono a la cantidad de 
región poligonal que ocupa. 
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Area de un polígono. Es el número de unidad de superficie que ocupa. 


Cuando dos polígonos tienen la misma área, aunque tengan figuras diferentes, decimos que los 
polígonos son equivalentes: 


Medida del área, Sabemos que para determinar la lomgitud de un segmento usamos una regla 


graduada y para determinar la amplitud de un ángulo utilizamos el transprotador, pero para medir el 
área de una región poligonal no disponemos de un aparato que sea fácil de manejar. 


Unidad de área. De la misma manera que se eligió uma unidad de longitud 
para medir las longitudes de los segmentos, elegimos como unidad de área a 
un cuadrado que tenga como lado la unidad de longitud, por lo tanto, habrá 
tantas unidades de área como unidades de longitud. 





Un milímetro cuadrado es el área de un cuadrado de un 
milímetro de lado. 


Un centímetro cuadrado es el área de un cuadrado de un 
centímetro de lado. 





Un metro cuadrado es el área de un cuadrado de un metro 
de lado. 


Ahora nos preguntamos. ¿Para determinar el área de una región poligonal necesitamos dibujar 
cuadrados en ella y después contarlos o hay otros métodos? 


Para determinar figuras geométricas hay fórmulas para calcular su área. 





== y e o] 


Trapecio Rombo Polígono regular Círculo 
| M O a 
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Trapecio circular 


> r- NY R? p2) 
el 3600 





Nota. Para calcular el área de una poligonal, se la descompone en figuras geométricas de área 
conocida, se calcula cada una de estas áreas y después se suman. 


CUERPOS GEOMETRICOS 





Entendemos por CUerpoa todo lo que ocupa un lugar en el espacio. 
Cuerpos geométricos son los que están limitados totalmente por superficies planas o curvas. 


Los poliedros son los cuerpos geométricos limitados totalmente por polígonos. 





Paralelepíipedo 





Tetaedro Bipirámide 


Pirámide 


Caras de un poliedro son los polígonos que lo limitan. 
Arístas de un poliedro son los lados de los polígonos que forman sus caras. 


Vértices de un poliedro son los vértices de los polígonos que forman sus caras. 
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Prisma. Son los poliedros que tienen por lo menos dos de sus caras formadas por polígonos 
congruentes de lados paralelos situados en planos paralelos. 





Prisma recto Prisma oblicuo 


Los polígonos situados en los planos paralelos se llaman bases y la distancia entre dichos planos 
altura. | 


Las aristas laterales de un prisma pueden ser perpendiculares a las bases y entonces decimos que 
el prisma es recto y las caras laterales están formadas por rectángulos. 


Cuando las aristas laterales son oblicuas a los planos de la base decimos que el prisma es oblicuo y 
las caras laterales están formadas por paralelogramos. 


Un prisma es regular cuando es recto y las bases están formadas polígonos regulares. 


Un prisma recibe el nombre de triangular, cuadrangular, pentagonal, hexagonal, etc. Según sus 
bases sean triángulos, cuadriláteros, pentágonos, hexágonos, etc. 





Paralelepipedo 


Paraleleplpedo es un prisma recto cuyas bases son rectángulos, es decir, sus seis caras son 
rectángulos. 


Cubo es un prisma recto cuyas bases son cuadrados y sus caras laterales también, es decir, sus 
seis caras son cuadrados. 


Pirámide. Son los poliedros que se caracterizan porque una de sus caras es un polígono cualquiera, 
que llamamos base y las otras caras son triángulos que tienen un vértice común. Á estos triángulos los 
llamamos caras laterales y el vértice común vértice de la pirámide que debe estar situado fuera del 
plano de la base. 


La figura adjunta es una pirámide que tiene como base el cuadrilátero 


a, b, c, d y como vértice el epunto e. 


Las caras laterales están formadas por los triángulos abe, bce, cde y 
dae. 


La altura de la pirámide es la distancia desde el vértice hasta el plano 
de la base. 
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Una pirámide recibe el nombre de triangular, cuadrangular, pentagonal, etc, según que su base sea 
un triángulo, un cuadrado, un pentágono, etc. 





Pirámide regular 


Una pirámide decimos que es regular cuando su base es un polígono 
regular y su altura pasa por el centro del polígono de la base. 


En una pirámide regular todas las aristas laterales son iguales y las 
caras laterales son triángulos isósceles iguales. 


Apotema de una pirámide regular es la altura común correspondiente a 


los triángulos isósceles que forman las caras laterales. 


Cilindro de revolución. Es el cuerpo generado por un rectángulo que gira sobre uno de sus lados. 





Cilindro de revolución 


Está limitado por dos círculos iguales llamados bases y por una 
superficie curva que recibe el nombre de superficie cilíndrica. 


El lado aa” que al girar sobre el eje oo” genera la superficie lateral del 
cilindro se llama generatriz o lado del cilindro. 


La altura del cilindro es la distancia entre las dos bases y es igual a la 
generatriz. 


Cono de revolución. Es el cuerpo generado por un triángulo rectángulo que gira sobre uno de sus 








catetos. 
Está limitado por un círculo llamado base y por una superficie curva que 
se llama superficie cónica. 


La hipotenusa ab que gira sobre el eje ob genera la superficie lateral del 
cono y se llama generatriz o lado del cono. 


El vértice del cono es el vértice b del triángulo generador y altura del 
cono es la distancia del vértice hasta la base. i 


Esfera. Es el cuerpo generado por un semicírculo que gira sobre el 
diámetro que lo limita. 
El radio de una esfera es igual al radio del semicírculo que lo genera. 
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Para comparar un cuerpo con otro en relación con la cantidad de espacio que ocupa se les asigna 
una medida que llamamos volumen. 


Entendemos por volumen de un cuerpo a la cantidad de 
espacio que ocupa. 


medida del volumen. Para medir el volumen que ocupan los líquidos usamos aparatos como probetas 
y Otros artefactos comerciales, pero cuando el cuerpo es sólido no hay aparatos que midan 
directamente el volumen. 


Unidad de volumen. De la misma manera que se eligió una unidad de 
superficie para medir las superficies, elegimos como unidad de volumen 
un cubo de arista igual a la unidad de longitud, por lo tanto, habrá 
tantas unidades de volumen como unidades de longitud. 





Unidad de volumen 
Un milímetro cúbico es el volumen de un cubo de un 
milímetro de lado. 


Un centímetro cúbico es el volumen de un cubo de un 
centímetro de lado. 


Un metro cúbico es el volumen de un cubo de un metro de 
lado. 





VOLUMENES DE ALGUNOS POLIDROS 





Prismas y cilidros 
Volumen = Area de la' base x altura 


V +» es el volumen 
V =B-h B +» esel área de la base 
h +m€es la altura 


Pirámides y conos 


Area de la base «* altura 
3 





Volumen = 


V +» es el volumen 
8 >» esel área de la base 





h + .€sla altura 


+ 
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